Diferencialne rovnice

Zakladny jazyk fyziky



Motivacia

Typicka uloha fyziky — hfadanie ¢asovych priebehov veligin, ktoré spifiaju

dany fyzikalny zakon.

Urcte trajektoriu telesa

padajuceho v gravitacnom poli.
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Rovnica, v ktorej vystupuje neznama funkcia spolu so

svojimi derivaciami sa nazyva diferencialna rovnica.
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Klasifikacia DR

Rovnica, v ktorej vystupuje neznama funkcia spolu so
svojimi derivaciami sa nazyva diferencialna rovnica.
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Stupen DR

najvySSi stupen derivacie

dy _

ax =Y
Ea—-f—ﬁﬂﬁp:ﬂ

dx= x

Py dy

s =+ (- 1Dy=e!
e gt
y-y=e*

y'+y =cost

1

I

[~

najvysSi stupen derivacie



VsSeobecné rieSenie
y =™ +Ce”

Obsahuje tolko konstant, kolkého
radu je DR, tieto konstanty sa
urcuju s pociato¢nych podmienok,
ktorych je tolko, kolkého radu je
DR
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Partikularne riesenie

y — er
y =e” +10¢"
y — eZX . 39X

Neobsahuje zZiadnu neznamu konStantu

Pociato¢na podmienka
vybere jednu krivku:

y(0) =3
3="+Ce" =1+C

y = EE]‘ 4 ZEI

pociatocné podmienky —
hodnoty hladanejfunkcie a jej
derivacii az do n-1 stupna
(vratane)



Pociatocne podmienky DR
roznych radov
pociatocné podmienky — hodnoty hladanej

funkcie a jej derivacii az do n-1 stupna
(vratane)



DIFERENCIALNE ROVNICE
PRVEHO RADU



Smernicova metoda

F

Slope = f{(x, y)

Informacia o smerniciach hl'adanej funkcie

y'=1(Xy)

V podstate hfadame krivku, ktorej smernicu
v jednotlivych bodoch pozname

X
>
y'=y-—x
y==3|y=-2|y=-1|y=0|y=1|y=2|y=3

x=-3| 0 1 2 3 4 51 6
x=-2 | -1 0 1 2 3 4| 5
x=-1| -2 | -1 0 1 2 3| 4
x=0 | -3 | =2 | 4 0 1 2 | 3
x=1 | -4 | 3| 2| 1 0 1 2
x=2 | -5 | 4| 3| 2| 4 0| 1
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Diferencialne rovnice so
separovanymi alebo
separovatelnymi premennymi

y'= f(xy)=h(x)g(y)

J‘i — jh (X) dX Uprava: Kazda strana rovnice

obsahuje len jednu premennu

yr — ex+y

Radioktivny rozpad
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(1+x)dy —ydx =0

jdy I1+x

Tvary konstant mnohokrat volime tak, aby sa nam
lahsie vyjadroval vysledok

In|y| =In|1 + x| + ¢
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HYDRODYNAMIKA
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Vo valcovej nadobe s prierezom S siaha kvapalina do vysky H.

UrcCte zavislost vysky kvapaliny v nadobe od €asu

UrcCte Cas, za aky vyteCie voda z nadoby cez otvor s prierezom s.

Najdite taky tvar nadoby, aby hladina kvapaliny klesala s konStantnou rychlostou, tj. dh/dt=a

v =,/2gh

Za cas dt vyteCie z nadoby objem dV, ktory sa
rovna ubytku objemu kvapaliny v nadobe:

s dh S
P —=——,/20dt
Jn sV

Za Cas dt vytecie z nadoby objem dV, ktory sa
<v
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Vyteceny objem T = 25+H

kvapaliny: ]
dV=svdt 2 g S




Adiabaticky de; (=@ C,=CR

1. veta termodynamicka

§Q=5W'+dU :> 0= pdv_|_nCV

Stavova rovnica

pV =nRT —> dpV + pdV =nR




Homogenne diferencialne rovnice

X, Y sa vyskytuje vo
forme podielu

y’=f(i
X

)

substitucia U==-

Xy'—y+x=0
yy'=2y—X

, X
yoY_X
Xy

cosln—

giimca

Y, X
e[ X}
Yy =ux+u
X
du dX
j — | — Vedie k separovatelnej DR
fuy-u 7 x

Da sa upravit na rovnicu So separovanymi premennymi



Linearne DR 1. radu
metoda viariacie konstant

Q(x)=0
0 Homogénna LDR

ai(x) y’+ dy (X) y+9 (X) L[’)R bez pravej strany
y'+P(x)y=Q(x) y'+P(x)y=0

Rovnica so separovanymi
premennymi

1. Najdeme homogénne rieSenie: y' + P(x)y =0

y = Aexp [—I P(x)dx]

2. Konstantu povysSime na funkciu A — A(x)

y = A(X) exp[—j P(x)dx]

3. Dosadime pociatocne podmienky







Znizenie radu DR

VSeobecny tvar DR druhého radu

y' =f(x,y,Y)

DR mozno zavedeni vhodnej substitucie previest na DR prvého radu,
ak sa v nich nevyskytuje jedna z premennych x,y

y'=1(x)
y'=1(xy)

y'=1(y,Yy)

|:> Chyba y — hfadana funkcia

Chyba x — premenna, podla
ktorej derivujeme

=
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Znizenie radu

Neobsahuje ani y ani jeho derivaciu

y"=1(x) y'=1

3

= 1(x)

Chyba y — hfadana funkcia

y'=f(xy) V=2
y” — Z!

z'=1(X,2)

Chyba x — premenna, podla ktorej derivujeme

y" =sinx
y =12 Z'=sinx z=-cosx+C, y=-sinx+Cx+C,

y'=1(y,Y’)

y'=2(y)
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z—=1(y,2)
y

Vhodnou transformaciou treba previest DR 2.
radu do tvaru DR prvého raduy' = f(x,y)

y'=

)

1+x)y —2xy' =0
1+x) _2x2=0 z= C(1+x2)
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Chyba y — hfadana funkcia

Znizenie radu

Chyba x — hfadana funkcia

V=f(%Y) y—s
$ ,,,

z'=1(X,2) =

mx = F(t)

V=X

Chyba x — premenna, podla
ktorej derivujeme

mv = F (t)

Chyba t — premenna, podla ktorej
derivujeme

y'=1(y,y)

dz
7—=f(y,z
dy (y,2)

mX = F (X) . éx())
mvdv = F(x)vdt
d

Ked'ze za ¢as dt teleso sa

posunie o dx=vdt

mvdv = F(x)dx

2 2 X
m——m— jF Vo Y

Zmena kinetickej energie sa rovna praci sil




Chyba t
dv

X=V(X) x:&v

Separovatelna DR

V(X)= voe_%X jl>

Pociatocné podmienky

v(x)=v(t)
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| Priklad 10| Najdite trajektariu vodorovns vwhmtého teless vo vaduchu, Odpor

prostradia je priamo imerny okam2ite] rychlost o

Diferencialna rovnica

Diferencialna rovnica
v zlozkovom tvare

E\/X+1\/X:O
dt m
Ev —I—lvy =

8 A

Pociato€né podmienky

v, (0) =V,
v,(0)=0




Priklad

Lopta je hodena smerom nahor pociato¢nou rychlostou v0. Opor prostredia je
umerny rychlosti.

Uréte vysku, do ktorej sa teleso dostane —>V ( X)

Urcte rychlost lopty, ktoru dopadne na zem.

UrcCte Cas letu lopty

X A




