Kapitola 9

VInova rovnica

9.1 Odvodenie vinovej rovnice

Podobne ako rozne typy kmitov mozno popisat’ ur¢itou diferencidlnou rovnicou,
aj rozne typy vlnenia maji spolo¢ni matematicku interpretédciu. Obmedzme sa
na pripad, ze vlna pocas §irenia v priestore nemeni svoj tvar.

v
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obr. IX.1

Nech funkcia f(z) reprezentuje vzniknuty rozruch, §friaci sa v priestore rych-
lostou v. Zaved'me pomocny stradnicovy systém S'postupujici spolu s impulzom
(obr. IX.1), v ktorom sa vychylka 1 s ¢asom nemeni':

U (zt) =0 () = f(z) = f(z —vt) (9-1)

Pokiisme sa najst’ diferencidlnu rovnicu vlny, ktorej riesenim je (9.1). Za tymto
ucelom vypodéitame parcidlne derivacie ¢ (z,t) :
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Porovnanim oboch rovnic (9.2), (9.3) :

ov ov

=

ot 0z
Pretoze na jednozna¢né popisanie vlinenia potrebujeme dve konstanty, treba uva-
zovat’s rovnicou druhého rddu. Pomocou rovnice (9.2) a (9.3) vyjadrime aj druhé

derivacie:
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282_‘11 — 82_\1’ (9 6)
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Této rovnica sa nazyva vlnova.

9.2 Pouzitie vlnovej rovnice

V nasledovnych prikladoch si ukdzeme, ako mozno vyuzit’ vlnovi rovnicu, na
vypocet rychlosi irenia rozruchov v réznych prostrediach.

9.2.1 Vlna v strune

Predpokladajme, ze homogénna struna s dizkovou hustotou p je upevnend na

svojich koncoch a moéze sa vychylovat v smere kolmom na os z. Nech deformacie

struny sd tak malé, ze druhé mocniny uhlov, ktoré zviera doty¢nice k strune

s osou z mozno zanedbat: ©2? =~ tan’© =~ 0. Za tohto predpokladu sa pri
priecnom vychyleni elementu Az jeho dizka nezmenf (obr. 1X.2):

2 2

Al = VA2 + A22 = Az [1+ <&> ~Az |1+ % @—i) ~Az  (9.7)

Az

obr. IX.2
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Napétie v strune si potom zachovdva rovnakid hodnotu T ako v pociatocne;j
polohe.. Na lavy koniec segmentu posobi v zdpornom smere osi x sila Tj tan ©1,
na pravy v kladnom smere sila Ty tan ©5. Pre vyslednicu plati:

Fz(t) = T() tan @2 - T(] tan @1 (98)
Vyuzime geometricky vyznam derivicie v Taylorovom rozvojiZ:
ov ov 0*w
FEW)=Ty|—=—) —Ty| =— ToAz—— )
0-n(2) n() mege
Podl'a Newtonovho zdkona
0?v 02U
Porovnanim (9.9) a (9.10) dostaneme vlnovu rovnicu (9.6):
0?v TO 0w
9.11
o 9o 922 (9.11)
Ty

z ktorej uréime fazovi rychlost: v = o

9.2.2 Zvukova vlna

Valec s dizkou I je na jednom konci uzavrety a naplneny plynom s hustotou p.
Na druhom konci vibrdtorom vyvolajme rozruch, ktory sa zacne 8irit' v plyne
rychlostou v (obr. I1X.3)

dx X
S
S ‘®©
2
>
obr. IX.3

2Podra Taylorovho rozvoju

f(z2) = f(z1) + (22 — 21) (Z_J;>1 + ...

Ak dosadime za funkciu f(z) = d\I/(z 2

(242) - (2e0) -3

potom
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Vysetrujme vrstvu vzduchu ohrani¢entd rezmi vo vzdialenosti x a z + dz,
ktorych vychylka z rovnovdznej polohy bude u(z) a u(z + dz). Pokojovy objem
plynu medzi prislusnymi prie¢nymi rezmi bol Vj; = Sdz a dosledkom Sirenia
rozruchu sa zmenil:

ou ou
V =8ldz+u(zx +dr) —u(z)] = S(l—l—%)dx:vo(l—i-%) (9.12)

Prislusné zmeny tlaku a objemu si dostatoc¢né rychle, nestaci dojst’ k tepelnej
vymene a preto tento dej mozno povazovat za adiabaticky:

PV Do ou
= — ~ 1—x=— 1
Vo (14 )X bo ( Xox (9.13)

Pri aproximacii sme zanedbali malé veli¢iny vyssieho rddu. Vyjadrime silu, ktord
posobi na dany segment:

dF = S(—Potde + P2) = —Sg dxr = Sxpo gzz (9.14)
Podl'a Newtonovho zdkona:
dF = pSdx— (222
Porovnanifm oboch vztahov dostaneme vlnovi rovnicu:
0*u o 0%
o = X 0a2
z ktorejurcéime rychlost’ $irenia zvuku v plyne:
Po
v = X; (9.15)
Pouzime rovnicu idedlneho plynu %‘J = M, kde M je jeho mdlova hmotnost, p

hustota a T' termodynamickd teplota.a dosadme ju do (9.15)

RT

U= X7

Rychlost’ zvuku nezévisi od tlaku, ale od teploty a rddovo je zhodn4 s rychlostou

8RT

tepelného pohybu molekil: v = /=57
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9.2.3 Vlna v pruznej ty¢i

Uderom kladiva vyvolajme v ty¢i rozruch, ktory sa zatne girit’ rychlostou v. Na-
pisme pohybovii rovnicu pre infinitenzimalny element dz, ohrani¢eny prie¢nymi
rezmi vo vzdialenosti z a z + dx

u(x) u(x+dx)
R
X dx

obr. IX.4

Relativne predizenie ty¢e medzi oboma rezmi uddva vztah?:

_u(z+dx) —u(z)  Ou

= 70 =3 (9.16)

Podl'a Hookovho zdkona d’alej plati:

_Ou

—¢F = —
g € ax

(9.17)

kde o je normalové napiitie vyvolané pozdiznou deforméaciou a E je modul pruz-
nosti. Na cast’ tyCe medzi jej prie¢nymi rezmi posobf sila:

Ou Ou 0%u
dF = Fz+dz — Fz = S(Uz+dz — O'z) = SE [(%>z+dz — (@)z] = SE%dCE
(9.18)

Podl'a Newtonovho zdkona:

*u 0%u
Porovnanim (9.18) a (9.19) dostaneme vlnovi rovnicu (9.6):

v Ed*u

- 9.20

otz p O0x? (9-20)

z ktorej uré¢fme rychlost’ &frenia viny: v = \/%

3u(z) a u(z + dz) si vychylky rezov z a  + dx
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9.3 Metdda separdcie premennych.

Predpokladajme, ze chceme riesit’ vinovi rovnicu (9.6), s homogénnymi okrajo-
vymi podmienkami:

v(0,t) = 0 (9.21)
U(l,t) = 0 (9.22)

Riesenie budeme hl'adat v tvare
U(x,t) = X(z)T(t) (9.23)

kde X (x) je funkcia zdvisld iba od premennej = a T'(t) je premennd zavisld iba
od ¢asu t. Dosadenim do (9.6) a jednoduchou tipravou dostaneme:

X'(z) 170

X0 = BT (9.24)

Rovnica (9.24) musi byt splnend pre vSetky hodnoty z a ¢, ktoré su navzdjom
nezavislé. Zmenime napriklad pri nejakej pevne zvolenej hodnote x hodnotu ¢
(alebo naopak), prava a 'avd strana rovnice pri zmene svojich argumentov must
zachovat konstantni hodnotu:

X"(x) 1 T(t)

Xt = T " —A (9.25)

kde X je konstanta, ktord moze mat 'ubovolné znamienko. Zo vztahu (9.25)
ziskame oby¢ajné diferencidlne rovnice pre uréenie X (x), T'(¢):

){“(I)Jr)\X(ac) =0 (9.26)

T(t)+v*A\T(t) = 0 (9.27)
7 okrajovych podmienok, ktoré musia byt splnené pre I'ubovolny cas ¢ ::

(0,t) = X(0)T(t) =0 (9.28)
Uit = X(O)T() =0 (9.29)

ur¢ime doplnujice podmienky
X0)=X(1)=0 (9.30)
pretoze volbou T'(t) = 0 by sme ziskali trividlne riegenie u(z,t) = 0, ktoré nés

z fyzikdlneho hladiska nezaujima. Za¢nime riesit’ (9.26) s podmienkami (9.30),
pri¢om zvézime rozne znamienka .
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e A<O0

Vseobecné riesenie rovnice mé tvar:
X(z) = Cyexp(—V—Az) + caexp(V—Ax) (9.31)
7 okrajovych podmienok vyplyva:

X(0) = Ci+Cy=0
z(1) Oy exp(—v/ =) + ez exp(v/ =)

£].
Ci=-Cy, a C; {exp(ml) - exp(f\/f_)\l)] =0

Kedze [exp(v/—Al) —exp(—v=Al)] # 0 dostaneme trividlne rieenie

(Cl = CQ)Z
X(z)=0= ¥(z,t) = X(2)T(t) =0
e \=0
Vseobecné riesenie m4 tvar: X (z) = az+b. Po zakomponovani{ okrajovych
podmienok:
X(0) = [axz+b),_,=b=0
X(1) = al=0
a=0ajb=0ateda X(z) = 0, ¢o vedie opit k trividlnemu riegeniu
X(z)=0
e \>0

Vseobecné riesenie mozeme zapisat’ v tvare:
X (x) = Dy cos (\/Xx) + D, sin (\/Xx) (9.32)
Okrajové podmienky dédvajui:

X(0) = D=0
Dy sin (\/Xz) -0

Ja
=

=
I

Ak X (z) nemd viest’ opét k trividlnemu rieseniu, potom Dy # 0 a

sin (\/Xl) =0
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To znamen4, Ze iba pre hodnoty

Ay = (T>2 (9.33)

existuje netrividlne riesenie:

Xn(x) = sin ?z

kde n je I'ubovolné celé ¢islo. Tymto hodnotdm zodpoved4 riesenie rovnice
(9.27):

T.(t) = A, cos = 7 vt+B sin lnvt

Dospeli sme k zdveru, ze netrividlne riesenie vlnovej rovnice (9.6) s okrajo-
vymi podmienkami (9.21), (9.22) treba hladat v tvare!:

U(x,t) = Z (An cos 7TTnvt + B, sin Wl—nvt) sin Wl—nx (9.34)

n=1

Nezname konstnty A,, B, ndjdeme z poc¢iatoénych podmienok.

V case t = 0 zdeformujeme strunu, ktord je upevnend v bode x = 0,
x = [ tak, Ze jej tvar mozno popisat’ funkciou f(z) = 1. N4jdite tvar tejto struny
v Case t.

Riesenie: Pohybovy stav I'ubovolného segmentu struny mozno popisat’ rovnicou
(9.11). Struna je na krajoch pripevnend, musf spinat okrajové podmienky (9.21),
(9.22), ktoré vedu k netrividlnemu rieseniu (9.34):

U(x,t) = Z (An cos FTnvt + B, sin Wl—nvt> sin Wl—nx

n=1
V ¢ase t = 0 bola vychylka struny popfsand funkciou ¥(z,0) = f(x) a kedze
nemala Ziadnu pociatoénu rychlost ¥(z,0) =0 :

U(z,0) = ZAnsin WTnI:f(x) (9.35)

U(z,0) = ZB vsm—:c—O (9.36)

4VInov4 rovnica je linedrna a pre jej riesenia plati princip superpozicie.



9. Vinovd rovnica 195

Z rovnice (9.36) vyplyva, ze vietky koeficienty B,, st nulové B,, = 0 a koeficienty
A, treba urcit’ z (9.35). Této rovnica ma defini¢ny obor viazany na interval
z €< 0,1 >, ale svojim tvarom pripomina Fourierov rozvoj nepédrnej funkcie
5 s vlnovou dizkou Ay = 2I. Zadefinujme preto neparnu periodickd funkciu
£(z) s takouto vlnovou dizkou (\g = 2I), aby v intervale z €< 0,1 > bola
totoznd £(x) = f(x), a v intervale z €< —I,0 > bola nepdrna &(z) = —f(—=z).
S rozvojom tejto funkcie sme sa uz stretli na v kapitole III.:

1 1
Ex) = (sinkx—i—gsin3k$+gsin5kx+...> =

SIESERES

L n 1. 3 n 1. 5T n

sin—z + =sin3—x + —sin5—x + ...
l 3 l 5 l

Kedze obe funkcie f(x) a £(z) su na intervale x €< 0,1 > identické, je zrejmé

ze (A, = Win a

[ 4 ™ ™
U(x,t) = Z [— cos —ut - sin —1}
—~ |m™ l l

9.4 Cvicenie

Valec s dizkou [ je uzavrety na jednom konci a naplneny plynom s hustotou
p. Na druhom konci vyvolajme vibrédtorom rozruch, ktory sa zacne 8irit’ v plyne
rychlostou v. Urcte tito rychlost za predpokladu, ze prislusne zmeny objemu a
tlaku v plyne st izotermické.

V case t = 0 zdeformujeme strunu, ktord je upevnend v bode z =0, x = [
tak, Ze jej tvar mozno popisat’ funkciou f(z) = Az, A < 1. Ndjdite tvar tejto
struny v Case t.

®Overte U(z) = —¥(—2)



