Kapitola 7

Krivkové a viacrozmerné
integraly

Motiva¢né priklady Vo fyzike a najmé v mechanike sa Casto stretdvame
s tilohami, ktoré vedui ku krivkovym alebo viacrozmernym integrédlom. Uved'me
aspon pér prikladov.

e Predpokladajme, ze mame vypocitat hmotnost’ nehomogénneho telesa s hus-
totou p (z,y, z) . Teleso si rozdelime na infinitenzimalne elementy s obje-
mom dV a hmotnostou dm = p(x,y,2)dV = p(z,y, 2) dzdydz a vzéjom-
ne ich s¢itame: M = [[[ p(z,y,2) dedydz

%

e Castokrat sa pri popise pohybu telesa snazime ndjst’ bod s takou vlast-
nostou, Ze keby v fiom poésobila tiazova sila m7g’, potom by jej moment
vzhl'adom na zaciatok siradnicového systému bol rovnaky. Tento bod sa
nazyva tazisko:

1
Trx (gm) = [ 7 gdn— 7= [ Tdm
m

m

Ak napriklad pozndme dizkovi hustotu telesa p; potom hmotnostny ele-
ment dm = p; dl a integrél sa pocita cez krivku urcend telesom. Ak
pozndme plosnt p, alebo objemovi hustotu p,, po dosadeni hmotnostnych
elementov dm = p, dS = pg dx dy, dm = py, dV = py, dx dydz dostaneme
tzv. plosné a objemové integrély

e Nakoniec si este pripomeiime vztahy pre vypocet zloziek tenzora zotrvac-
nosti z kapitoly matice, ktoré podl'a spésobu zadania hmotnosti telesa vedi
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k viacrozmernym integralom.
/(gf +z2) dm Ly =1 = —/xydm (7.1)
/ (.232 + 22) dm 123 = [32 = — /yZ dm (72)

133 = /(12 +y2) dm .[31 = ]13 = —/.IZ dm (73)

~
=
I
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N
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7.1 Krivkové integraly

Vo fyzike najmé pri vypocte tazisk a préce sa stretneme s dvomi typmi krivko-
vych integrélov:

° fr f(z,y,2) ds kde ds reprezentuje dizkovy element krivky T
o [(Fdl

Integral poc¢itame klasickym sposobom: Krivku I' rozsekdme na elementarne
useky ds resp. dl a na kazdom z nich budeme povazovat’ podintegralnu funkciu
za konstantnd. Na tsekoch uréime jednotlivé siciny f (x,y, z)ds, resp. Fdl ,
ktoré navzdjom poscitavame. Urcité integraly [ f (z)dz (kapitola II). boli tiez
krivkovymi integrédlmi ale po $pecidlnej krivke y = 0. Vo v8eobecnosti sui vsak
krivky I' podstatne zlozitejsie

Majme napriklad jednoduchi krivku zadanid parametricky:

r=¢(t) y=x(t) z=v()

Po jej zdiferencovani

de = ag—it)dt dy:aé—l(ft)dt dz:aqg—it)dt (7.4)
ds = \/(d2)’ + (dy)? + (d=)* = (7.5)

SO (B0 (B0

Dosadenim (7.4), (7.5) do povodnych integralov dostaneme integral jednej pre-
menej t, ktory uz riesit’ vieme. Parametrizacia krivky vytvara z krivkovych
integrélov ”obyc¢ajné integraly” a preto je kl'u¢om k ich rieseniu. Uved’'me aspoii
niekol’ko prikladov:

Priklad 1| Vypocitajte suradnice taziska hmotnej polkruznice, s polomerom R
a dlzkovou hustotou p = konst (obr. VIL1).
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z

obr. VII.1

Riesenie: Zo symetrie ilohy je zrejmé, x; = 0, y-ovi zlozku taziska vypocitame
podla vztahu:

_ Jrypdl
M

v ktorom integra¢na krivka bude polkruznica. Ak za parameter zvolime uhol ¢,
potom:

Yt

Rcosy dx = —Rsinpdp (7.7)
= Rsingp dy = Rcospdp (7.8)
kde ¢ € (0,7) :
RsinpRd
JounyJ(dn)? ¢ (gt [ PRsmeRde 2R 79)
o= M N pTR oo ’

Krivku sme mohli parametrizovat’ aj inym spésobom, napriklad podl'a premenne;j
x: Ked'ze 22 + y? = R? potom:

x =t dr =dt (7.10)

tdt
y = VEE- B dy = s (7.11)

Jrvo v @y I g 12

Yo = M pTR

Poloha taziska, a teda hodnota krivkového integralu, nemoze zédvisiet’ od sposobu
parametrizdcie krivky. Rozne parametrizicie tej istej krivky vedd k rovnakym
vysledkom.

Priklad 2| Vypoéitajte pracu, ktori vykonala sila F' [zy, —2,3? — x%], ked' pre-
miestnila teleso z bodu A0, 0, 5] do bodu B[1,1, 5] po parabole a po priamke.
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Riesenie: Za parameter paraboly y = 22 zvolme premenni z. Potom

x =t de =dt (7.13)
= dy = 2tdt (7.14)
z =5 dz=0 (7.15)

Préaca po krivke je dand vtahom:

1

- 7

A= /F-dT = / (%, =2, — ¢?) - (dt, 2tdt, 0) :/(t3 —4t) dt = —

r r
0
(7.16)
Parametrizujme druht trajektériu-priamku opét’ podla premennej x:

x =t dr =dt (7.17)
=t dy = dt (7.18)
z =5 dz=0 (7.19)

a zodpovedajiica prica

A:/F?.df:/r(t{—z,ﬁ—t?)-(dt,dt,o):/(tz—Q) dt:—g (7.20)

Prdce vykonané po réznych drdhach, ktoré sa zac¢inaji a koncia v tom istom bode,
nemusia byt rovnaké. &

Priklad 3| Vypocitajte précu, ktord sa vykond v gravitatnom poli Zeme pri
priemiestnen{ telesa s hmotnostou m z bodu 77" do 73 po roznych krivkach

>
r

obr. VIL.2
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Riesenie: Skor ako si zvolime tvar krivky, upravme vztah pre vypocet préce:

—
A:/?-d?:/—EM;nL-dl:/—/{Mmcosadl (7.21)
r r r.r r

r2

kde M je hmotnost Zeme, k—gravitacnd konstanta. 7 obr. VIL.2. vyplyva, ze
zmena dlzky polohového vektora dr = dlcosa :

Mm

Praca je funkciou jedinej premenej r a nezdvisi od volby krivky, ktord spdja
body s polohovym vektorom 77 a Ty

A= /—/{Azm.dr = —kMm (i - l) (7.252

Silové polia, kde préca nezdvisi od trajektérie, budeme nazyvat konzervativ-
nymi. Aby sme v takychto poliach nemuseli vzdy pocitat pracu, kazdému bodu
7T v priestore priradime $pecidlnu funkciu U (z) tak, ze pre 'ubovolni dvojicu
bodov bude platit:

A= /?d? —U () - U (Ts) (7.24)

Funkciu U (7) nazveme potencidlna energia. Pokisme sa na zdklade vlastnosti
(7.24) n4gjst matematickd formulu pre vypocet tejto funkcie. Pri vypocte préce
A zvol'me krivky spéjajtce body 72, 71 tak, aby prechddzali cez bod Py. :
Velkost prace A tym nezmenime, pretoze vietky trajektorie st rovnocenné:

2 Tref T2 .
A = / Fodl = F.dl + Fdl =
1 N

T'1 ?ref

- -
T ref T ref

1 2
l_ 7. ﬁ] . [_ 7. ﬁ] 725)
Porovnanim so vztahom (7.24) pre potencidlnu energiu dostaneme:

U(7)=— F.dl (7.26)
T>Tef
Potencidlna energia U nie je jednozna¢ne zadana a zavisi od polohy referne¢ného
bodu P,.s. Samotnd potencidlna energia nema ziadny fyzikélny vyznam, iba ich
rozdiel, ktory zodpovedd praci A.
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Priklad 4| Ndjdite potencidlnu energiu vektorového pol'a T = (2y, 2z + 32,3y)
Riesenie: Najjednoduchsia krivka, ktora spaja dva body T res (Tref, Yrefs 2ref)
a 7 (z,y,2) je priamka:

T = Tpep+ (T — Trey) dx = xdt

Y = Yres +t(y—Yrey)  dy =ydt
= Zref +1 (z — Zref) dz = zdt

Pre jednoduchost’ zvol'me referen¢ny bod Py (0,0,0). Dosadenim do (7.26):

1

U(rm) = - " ?~d7=—/[(ny)+(2x+3z)y+3yz]dt=

V kapitole VIII. sa vrdtime este raz k tomuto prikladu a ukdzeme si vypocet
inym sposobom.

Priklad 5| Vypocitajte potencidlnu energiu U v homogénnom gravita¢nom po-
li.

Riesenie: Pre jednoduchost’ umiestnime referenény bod do pociatku stradni-
covej ststavy Pres[0,0,0]. Tentokrat viak zvolme komplikovanejsiu krivku: po
priamke z bodu P,y [0,0,0] do bodu R|0,y,0] a potom z bodu R[0,y,0] do
Qlzr,y,z].

@:U

referencnd hladina

obr. VIL3
Tiazové sila je viade konstantna a podla obr. VIL3. G (0,—mg,0). Obe

krivky parametrizujme:
I : =0 y=yt 2=0, dr=(0,ydt,0) te<0,1>
11 : 2=zt y =y 2=0, dif=(xdt0,0) t€<0,1>
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Potencidlna energia v bode (z,y, 2) :

- R Q
U(w) = — Fdl =-— ?-dT’—/ F.dl =
T ref Prey R
1
= */(*mg)ydt —0=mgy
0
Hodnota y reprezentuje vysku telesa nad referen¢nou hladinou. %

Zistili sme, Ze konzervativne polia majui $pecialne vlastnosti, pretoze vyko-
nand prédca sa dé v nich pocitat’ z rozdielu potencidlnej energie.

A
obr. VII.4
Mali by sme preto ndjst’ jednoduché kritérium na rozlisenie konzervativnych

poli od nekonzervativnych. Kedze v konzervativnych poliach prica nezédvisi od
trajektorie, potom :

/ Fdl = — | FdTl

A—B B—A
/mm FdT = }{ﬁdT:O
A—B B—A

Podmienkou konzervativnosti je nulovost prace po lubovolhej uzavretej krivke: !

7.2 Viacrozmerné integraly

Pod viacrozmernymi integralmi budeme rozumiet integraly funkcii niekolkych
premennych.

I= /b /d f(z,y) dzdy (7.27)

IKriizok v integréle § vyjadruje krivkovy integral po uzavretej krivke
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Oblast’ €2, nad ktorou integrujeme, nazyvame integraénym oborom a byva zadana
bud’ vo forme intervalu alebo mnoziny. Spdsob vypoctu je podobny s vypoctom
integrélov funkcie jednej premennej. Oblast ) sa rozdeli na infinitenziméalne
plochy s obsahom dzdy, ktoré sa prendsobia hodnotou funkcie f (z,y) a vzé-
jomne sa s¢itaji. Predpokladajme, Ze integratna oblast ma tvar obdiznika € :
a <z <b c<y<d Poje rozdeleni mozeme séitavat jednotlivé prispevky
f (z,vy) dxdy dvomi sposobmi. Najskor prejdeme cez stvoréeky ”vodorovne” a
potom posttipime na vyssi pas (obr.VIL5a):

I—/b/df(x,y) d:pdy—/ddy /bf(x,y) dz (7.28)

D C D C

[ [ [—

A B A B
obr. VII.5a obr. VIL5b
Na vysledku sa ni¢ nezmeni, ked’ si zvolime opac¢nu stratégiu: najskor sc¢itame
prispevky od zvislych elementov a postupne budeme prechadzat’ do d’alsich radov

(obr.VIL5b):.
I=/b/df(z7y) dwdy:/bdfc /df(ﬂmy) dy

Musime v8ak dbat’ na to, aby sme na ziadnu oblast’ dx dy nezabudli.

Priklad 6| Vypocitajte hmotnost obdiznika s vrcholmi A (0,0), B(1,0), C(1,2),
D (0,2) s plosnou hustotou o (z,y) = zy

Riesenie:  Rozdelme obdlznik na infinitenzimalne elementy s plochou da da
a hmotnostou dm = o (z,y) dxdy. Celkovi hmotnost’ telesa dostaneme ich

12
s¢itanim.m = [ [ o (z,y) dz dy.
00

Stratégia 1: (séitavame najskor”vodorovné”elementy)

12 2 1 2 .
mz//a(m,y) dmdyz/dy /xydac :/dy{éy}zl
00 0 0 0
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Stratégia 2: (s¢itavame najskor”zvislé” elementy).

1 1

mz/lo/za(a:,y)dxdyz/dx /Qxydy =0/dx[2x}=1 o

0 0 0

Nie vzdy oba sposoby vedu k integralom, ktoré vieme analyticky riesit. V ta-
kom pripade pouzijeme tu stratégiu, ktord vedie k ciel'u.

Priklad 7| Vypocitajte hmotnost' obdiznika 0 < 2 < 1, 2 < y < 3 s plosnou

hustotou o (z,y) = 2v.

Riesenie: Stratégia 1:

13 1 3 1 3 1 .
xY 3 — 2?2

//xydxdy—/dx/mydy—/dr{—} —/dx( )
Inz|, Inx

0 2 0 2 0 0

Ur¢ity integral nedokdzeme vyriesit, skiisme zmenit’ poradie integrovania.
Stratégia 2:

m

1 1

3 3 3
vt ]!
m = //xydxdy:/dy/dm:y:/dy =
y+1],
2 0 2 2
3

0

1 4
2

Vidime, ze prvy sposob s¢itavania elementov neviedol k cieln, druhy vsak bol
Uspesny.

Ak je podintegralna funkcia f (z, y) si¢inom dvoch funkeif f (z,y) = f1 (z) f2 (v),
povodny integrél sa pocita ako sucin dvoch integralov:

b d

/b /d fi (@) f2 (y) dzdy = / dzfy (z) / dyfs (v) (7.29)

a c
Priklad ¢.6 sme mohli riesit priamo podla tohto vztahu:

1

1 2 2
m://cr(m,y) drdy = /ydy . /xdx =1
00 0 0
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Vypocet integralov na mnozine V praxi sa ¢asto stretneme so situdciou,
ked’ st hranice jednej premennej zavislé od inej: Predpokladajme, Ze integracnd
oblast 2 (£2') je mnozinou bodov, ktoré spliiaji nasledovni nerovnost:

Q :a<r<bhe(@) <y<YP(a)
Q' aly) <z<Py),c<y<d

ofy) B(y)
Q 1

c

obr. VII.6a obr. VIL.6b

Najskor integrujeme cez premennu y resp. x a az potom cez ¢iselnd hranicu:

//Qf(x,y) dedy = /bdx -7x)dyf (z,v) (7.30)
a lo() ]

//Q f(z,y) dedy = /ddy ﬂ/@dxf (z,) (7.31)
¢ l(y) i

Priklad 8| Vypocitajte hmotnost plosky s plosnou hustotou o (z,y) = zy.
Teleso je ohrani¢ené dvoma krivkami: f; = 22 a fy = /7 pricom z € (0, 1)

y v A
— T
V
il
@ - N
AN =N !
A LT /r ﬁ
— — T /fdd
CAY
X X
obr. VIL.7a obr. VIL.7b
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Riesenie: Néjdime analytické vyjadrenie integratného oboru: € : 0 < z < 1,
2?2 < y < /7 a dosadme do vztahu pre vypocet hmotnosti (7.30):

1 Na
1
m:// o(z,y) dmdy:/dx /dyacy ==
o 12
0 x2

Integracni oblast’ ' sme mohli vyjadrit’ aj opaéne, prostrednictvom premenne;j
z:/y<z<y?, 0<y<1 aintegrovat podla (7.31).

1 VY )
m:// o(z,y) d:rdy:/dy /dmxy = —
o 12 o
0 2

Substitué¢na metéda pri integraloch viacerych premennych. V mno-
hych fyzikdlnych tlohdch je vhodnejsie a ovela efektivnejsie pouzit’ iné sirad-
nicové systémy, ako kartézke (vid kapitola VI). Vtedy je nutné cely integral,
véetne objemovych drdydz resp plosnych elementov drdy ako aj integra¢ného
oboru, pretransformovat’ do novych siradnic.:

Priklad 9| Vypotitajme moment zotrvacnosti homogénneho disku s polomerom

R vzhl'adom na z — ovt os:

Riesenie: Integracny obor v kartézkej sustave Q: —R <z < R, —vVR? — 22 <
y < VR? — 22 a pre moment zotrvacnosti:

1. = // (m2+y2)ad:rdy

Pretransformujme cely integrél do polarnych siradnic?:

T = Trcose y =rsing
dedy — rdrde

2V kartézkej stistave je riesenie zdihavé a komplikované, lebo integracnd oblast nie je in-
tervalom ale mnozinou.

R VRZ—z2
IZZ://($2+y2)odxdy:a/d.r / dy (* +¢*) =
N ]
R 3/2
R2* 2
:20/dx o2 R2—x2+%] :%MRQ
“r
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Integracnd oblast 2 : 0 < r < R, 0 < ¢ < 27 je vlastne interval a preto
integrovat mozeme v I'ubovolnom poradi:.

I, = // (r* cos®  + r?sin® @) ordrdp = // or*drdy (7.32)

R T R
I, = o/drr?’/dgo: /1"2 [2mrdro] = %MR2 (7.33)
0 0 0
2T R 2T
3 i L2
I.. = o [dy [ dm=[dyp =° =§MR (7.34)
0 0 0

Vsimnime si, Ze v hranatej zdtvorke rovnice (7.33) vystupuje moment zotrvac-
nosti obruce s polomerom r a hribkou dr. Prispevky k celkovému momentu
zotrvacnosti sa najskor pocitaji po obvode a potom sa postupuje d’alej v radidl-
nom smere. V rovnici (7.34) ide o opaénu stratégiu: najskor s¢itavame elementy
po hruhovych tsekoch s uhlom dy

y

o

S I B

obr. VIL.8a obr. VIL.8b

Priklad 10| Vypocitajte siradnice taziska homogénnej polgule.

z

£

X

obr. VIL.9

Riesenie: Pretransformujme vztiah pre vypocet taziska

~ Jzdm  [[[ zpdxdydz
M %’/TRS[)
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do sférickych sturadnic. Integra¢nd oblast’ v sférickych suradniciach 0 < r < R,
0 <o <27 0< 9 < § aobjemovy element: drdydz — 2 sin 9drdedd:

/// zpdrdydz = /// pr cos Vr? sin drdpdd =

R . /2 2T R4
= p/ rddr/ cos ¥ sin 19d19/ dp = pr—
0 0 0 4

3
ZT:§R

Vzhl'adom na symetriu dlohy xr = yr =0 ¢

Priklad 11| Vypocitajte moment zotrvac¢nosti gule vzhl'adom na os, prechddza-
jdcou jej stredom.

Riesente: Integral pre vypocet momentu zotrva¢nosti vzhladom na os z pre-
transformujme do sférickych suradnic.

I, = / (2% + %) dm = /// (2% + ) pdadydz =
2r R w
/ / / (r2 cos? @ sin® ¥ + r? sin? ¢ sin® 19) pr? sin ¥drdpdd
00 0
2
= ngQ

Mohli sme vyuzit symetriu telesa, z ktorej vyplyva rovnost’ diagondlnych zloziek
tenzora momentu zotrvac¢nosti:

I = I.,=1,=1.
I = /(m2+y2)dm=/(3&2+22)dm:/(y2—0—z2)dm
Scitanim tychto zloziek a vyuzitim sférickej symetrie:
R
6
3 = 2/ (LL‘Q +9° + 22) dm = 2p/r247rr2dr = ngQ
0
Odkial’ I = 2mR? %

Priklad 12| Vypocitajte moment zotrvacnosti homogénneho valca vzhl'adom
na os, ktord prechadza stredom valca a je kolm& na geometricki os.
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z

-
ISl

obr. VIL.10

Riesenie:  Zlozku tenzora zotrvacnosti I, pretransformujme do cylindrickej
sustavy:

2r R h/2
I.. = p/// (y2+22) d:rdydz:p// / (1"2 sin2<p+z2) rdrdpdz =
0 0 —h/2
R? R?
N Vi L
< 4 + 12) o

Priklad 13| Néjdite hmotnost’ dutej nehomogénnej gule s hustotou p = Ar,
ktorej vnutorny polomer mé velkost Ry, vonkajsi Ry a A = konst.

Riesenie: Integrél pre vypocet hmotnosti pretransformujme do sférickych su-
radnic.
2r Ry 7

m = /pdV = ///Arr2 sin9drdedy = Am (R;" — R‘l") o
0 Ry O

Priklad 14| Vypocitajte tenzor momentu zotrvaénosti homogénneho kvédra

s rozmermi: a X b X c.

Riesenie: Pre zlozku I, plati:

L. = / / / (2? + y?) pdadydz =

a/2 b/2 c/2 b/2 a/2 c/2
L, = p /xQ/dy/dz—ﬁ—/yZdy/dac/dz:
—a/2 —b/2 —c/2 —b/2 —a/2 —c/2
M
SR

12
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Analogickymi dopoc¢itanim dalsich zloziek tenzora dostaneme:

B 2+ ) 0 0
I= 0 Y a?+ ) 0 (7.3@
0 0 Y (a® + %)

Priklad 15| Urc¢te moment zotrvacnosti homogénnej kocky vzhladom na tele-
sovi uhlopriecku.

[0 ]

obr. VII.11

Riesente: Tenzor momentu zotrvacnosti kocky je tototozny s tenzorom zotr-
vacnosti kvadra z predchddzajiceho prikladu, pricom: a = b = ¢. Moment zo-

trvacnosti vzhladom na uhlopriecku, ktorej smerovy vektor 7' = (%, %, %)

vypod&itame podla vztahu (3.11) z kapitoly III.

M2 g N
I. = 1 1 1 0 M 2 0 1 _
n = \ V3 VB 3 5 a BT
0 0 M4 L
6 V3
M
- 2 &

Priklad 16| Vypoctitajte moment zotrvacnosti homogénneho kuzela vzhl'adom
k priemeru podstavy.

Riesenie: Suradnicovi sustavu vol'me podla obrazka obr.VII.12. Pre zlozku

Jze potom plati:
oz = /// (v* + 2°) pdz dy d= (7.36)
4

Aby sme mohli integral pretransformovat’ do cylindrickej sistavy ndjdime rov-
nicu kuzel'ovej plochy.
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z

obr. VIL.12
7 obrézka VII.12 a z podobnosti trojuholnikov vyplyva:
z R-r

H R
kde H je vyska a R polomer podstavy. Pre integral (7.36) po transformécii plati:

H

27 R R§T
H 2
Jyy = /dgo/rdr / (r’sin® ¢ + 2°%) dz = WG(? (2H? + 3R?)
¢
0 0 0

Priklad 17| Vypocitajte tazisko plasta rotacného kuzela.
Riesenie:  Vzhladom na symetriu sta¢i vypocitat’ siradnice z taziska. Z po-
dobnosti trojuholnikov na obrazku VII.12b:

b gz g p

obr. VIL.12b

h
z = -z
T
dz:ﬁdx
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Element povrchovej priamky mé& velkost:
dp = Vdx? + dz?
Dizka povrchovej priamky:
D=1 /2 + h2
Element plochy plésta sa rovné:
dz\?
dS = 2mxdp =2wxVdz? +dx? =27z |1+ T dr =
x
h? 2
= 2maz\/1+ < dz = —77\/7'2 + h2x dx
r r
Pre tazisko potom plati:
-
[ Lo r2+ h2rdy
JzdS s
Zt = dS = = = —h
J ZVr2+ 2 [xda O
0
Priklad 18| Vypocitajte integrdl I = [ exp (—az?)dx
Riesente: Hodnota integralu nezdvisi od oznacenia premennych a preto:
/ exp (—axQ) dr = / exp (—ay2) dy=1
—o0 —o0
Vyndsobme tieto integraly navzajom a upravme ich podla vztahu (7.29)
I’ = /exp (—ozac2) dx /exp (—ay2) dy| =
= / / exp [—a (3:2 + y2)] dz dy
—00 —00
Pretransformujme cely integrédl do poldrnych stradnic
21 oo
2 2 T
I = //exp (fozr )Tdrdga: —
!
00
I = \/E ¢
@
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7.3 Cvicenia

Vypocitajte [[ zydrzdy cez plochu ohrani¢end parabolou y? = z a priam-
kou x = 2.
Riesenie: 0

Vypocitajte [[ (2® +y)dzdy cez plochu ohrani¢ent parabolou y = z? a
2
y?=x.

Riesenie: 3

140

Vypocitajte objem, tazisko a moment zotrva¢nosti kuzela s polomerom
zékladne R a vyskou h.
Riesenie: z = %h

Vypocitajte tazisko kruhového oblika podl'a obr. VII.13.

y

1

o

obr. VII.13
Riesenie: y, = R¥2%

Vypocitajte moment zotrva¢nosti homogénneho polgulového plésta hmot-
nosti M vzhladom na os z na obrazku.

obr. VIL.15

Riesenie: I = 2MR?
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Vypocitajte momenty zotrvacnosti elipsoidu s hlavnymi osami a, b, c.
Riesenie: I, = 2 (a> 4+ 0%), I, = 2 (b* + ), I, = 2 (* + a?)

Vypocitajme tazisko obdiznika s vrcholmi A(0,0), B(1,0), C(1,2), D(0,2)
s plosnou hustotou o(z,y) = 1+ x + 2y.
Riesenie: 7 = (11/21,25/21).

Vypoéitajte hmotnost obdiznikovej dosky a x b s hribkou A, ak jej hustota
je p(x,y) = ka*y.

Vypocitajte hmotnost tyce s dizkou a, prierezom S a hustotou p(x) = kz?.
Vypocitajte tazisko zvislo prerezaného homogénneho polvalca.
Vypotitajte tazisko ¢ gule (prvy kvadrant).

Vypocitajte hmotnost a tenzor momentu zotrvac¢nosti nehomogénnej gule
s hustotou p (1,4, ) = c- ™.
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