Kapitola 8

Ziklady vektorovej analyzy

Vo fyzike a matematike ¢asto pracujeme s veli¢inami, ktoré si funkciami polohy.
Ak kazdému bodu v priestore T priradime ¢&fslo f (77) hovorime, ze v defino-
vanom priestore je pole skaldrnej veliciny f, ak bodom priradime vektorovi
funkciu

F(7)=F,(2,9,2) T +F,(2,9,2) ] +F(2,9,2) ¥

hovorime o vektorovych poliach. Moéze st napriklad o teplotu v jednotlivych
bodoch studovanej vzorky, alebo o rychlost’ pridiacej kvapaliny v jednotlivych
bodoch trubice. Skaldrne a vektorové pole ktoré nezdvisi explicitne na Case sa
nazyva staciondrne. Vlastnosti poli je vyhodné vySetrovat metédami matema-
tickej analyzy, ktorej zdkladnym pojmom je derivdcia. Ide vsak skor o derivacie
smerové, umoziujice analyzovat vlastnosti daného pola v urc¢itom smere.

Smerova derivacia Dolezitou charakteristikou skalarnych polf je rychlost’ zme-
ny funkcie pola (napr. teploty) pri zmene polohy bodu P . Pre lepsiu nézornost
analyzujme skaldrne pole teplot T'.

obr. VIII.1
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Nech v case t = 0 vystartuje z bodu Fy auto, ktoré sa zacne pohybovat
v smere lica A, rychlostou v = 1 2. Jeho poloha v ¢ase ¢ bude:

r = xp9+tcosa
= yg+tcosf
z = zp+tcosy

Teleso za ¢as t prejde drahu! Ar = vt = t. Teplota T sa tym zmenila z hodnoty
T(Py) na hodnotu T(P). Priemernd rychlost’ tejto zmeny je:

_ T(xo + tcosa,yo + tcos 3, zo + t cosy) — T(xo, Yo, 20)

T = ; _
_ T(xo + tcosa,yo + tcos 3, 2o + t cosy) — T(xo, Yo, 20) ®.1)
B Ar :
a okamzitd
— limT = lim T(zo + tcosa,yg + tcos B, z + tcosy) — T'(xo, Yo, 20) _
t—0 t—0 t
~ lim T(xg + tcosa,yo + tcos B, zo + tcosy) — T(xo, Yo, 20) _ 82)
Ar—0 A’I"
T80 -7 o
Ar—0 Ar

Uvedend rychlost nezdvisf len od polohy bodu F, ale aj od smeru pohybu telesa
a nazyvame ju smerovd derivdcia. Ak by sa auto pohybovalo v smere osi z, za
¢as t prejde drdhu Az = 1¢. Limitnym priblizovanim Az — 0 ndjdeme okamziti
rychlost zmeny teploty v smere osi x :

or lim T(xo + A, Y0, 20) — T (0, Yo, 20)

% T Az Ax (84)
Podobne pre smery y a z:
or — lim T'(z0, Yo + Ay, 20) — T'(wo, Yo, 20) (8.5)
83/ Ay—0 Ay
or _ : T(anyOaZO +AZ) — T(xoayO:ZO)
0z Alirilo Az (86)

Posledné typy derivécii sa nazyvaju parcidlne. Ide vlastne o deriviciu podla
jednej premenej (ostatné premenné su zafixované). Ak sa vrétime k ndsmu
autu a budeme chciet’ vypocitat zmenu celkovej teploty prostredia d1’ pri jeho
premiestneni z bodu Py do P, mozeme postupovat nasledovne: najskor teleso

! Pre lepsiu prehl'adnost nebudeme pisat’ jednotky. Ak vsak do 'ubovolného vztahu dosa-
dime ¢isla v sustave SI, potom aj vysledna veli¢ina vyjde v zdkladnych jednotkdch SI.
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posunieme v smere osi £ 0 Az, comu zodpovedd zmena teploty o dT), = g—ZAm,
potom v smere y a nakoniec v smere osi z a tieto parcidlne zmeny teplot s¢itame:

or . 9T, 9T
AT = 50w+ 5 Ay + 5o A (8.7)

Celkovi zmenu dT’ nazyvame totdlnym diferencidlom funkcie dT.

Priklad 1| Teplota v priestore je dand formulou T' = 23 +4y — 2. Urcte rychlost
jej zmeny v smere osi z,y a z v 'ubovolnom bode priestoru

Riesente: Pre rychlost’ zmeny v jednotlivych smeroch plati: —z = 622, ‘;—5 4,
F=-1 o
z

Vo fyzike sa Casto stretdvame s funkciami viacerych premennych, pricom
to nemusia byt nevyhnutne siradnice z,y,z. Ak chceme napr. urcit odpor
rezistora R pomocou Ohmovho zdkona R(U,I) = % potom chybu, ktorej sa pri
merani dopustime, mozeme vypocitat na zaklade analégie so vztahom (8.7):

OR OR
dR = WAI#— @AU

Priklad 2| Doba kmitu matematického kyvadla sa pocita podla vztahu T =
27T\/7 . Urcte, ako sa zmeni doba kmitu kyvadla, ak sa jeho dizka zmenila
o Al = a a tiazové zrychlenie doésledkom zmeny nadmorskéj vysky o Ag = b?

Riesenie: Pretoze hodnoty a a b povazujeme za dostato¢ne malé, potom zmenu
doby kmitu stotoznime s diferencidlom funkcie 7T :

or or
AT = dT = EAZ + 8—A

Po vykonani parcidlnych derivacii:

Priklad 3| Vypoditajte priblizni hodnotu vyrazu b = 0, 97202
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Riesenie: Uvazujme funkciu dvoch premennych f(x1, z2) = (z1)™ v bode [1, 2].

Hodnota tejto funkcie sa pri zmene Az, = —0,03 a Az, = 0,02 zmeni priblizne
o (8.7):
a 9]
df = f T+ —— / —Azy = xgxfrlAml + z1? lInx1Aze ~ 0,06
8 8.732

a teda:

b f(1,2)+df =1—0,06=0,94 o

8.1 Charakteristiky skalarnych a vektorovych
poli.

V nasledovnych odstavcoch budeme vySetrovat’ vlastnosti skaldrnych a vektoro-
vych poli pomocou operacii gradientu, divergencie a rotécie.

8.1.1 Ekviskaldrne plochy (¢iary) a gradienty skaldrnych
poli

Skaldrne polia f zobrazujeme pomocou ekviskaldrnych ploch (¢iar),. ktoré spé-
jaji body s rovnakou hodnotou funkcie f:

f(z,y,2) = konst

Rozdiel medzi kazdymi dvoma susednymi plochami si volime zvyc¢ajne konstant-
ny a vhodny na prehl'adné zobrazovanie pola. Ekviskaldrne plochy sa vzdjomne
nepretinaji, ale mézu mat’ rozne geometrické tvary.

Priklad 4| Néjdite ekviskaldrne plochy potencidlu bodového naboja.
Riesenie: Pre potencidl plati V = —x™ a ekviskaldrne plochy budi gulové.

Ak v priestore posunieme teleso z bodu 7 o vektor dif = (dz, dy, dz), potom
sa skaldrna veli¢ina zmeni o dT" (8.7), ¢o zapi§me pomocou skaldrneho sucinu:

JT — <8T or oT

5y 8z> - dit = VT - dif (8.8)
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Vyraz v zétvorke je vektor, ktory budeme nazyvat’ gradient pola T

or- or- 0T -
gradTE%iJra—ijr@k (8.9)

2 0 2
oz’ dy’ Oz
lérnu funkciu. Gradient vyjadruje smer najvicsieho ndrastu skaldrnej funkcie
ar
[d7]

Ziskame ho aplikovanim ”nabla” operétora V= < ) na prislugni ska-

A
obr. VIII.2a obr. VIIL.2b
Vidiet’ to priamo zo vztahu (8.8):
dT

podla ktorého funkcia najrychlejsie rastie, ked cos ¢ = 1, ¢o znamend dr]| grad 7.

Dalsou vyznamnou vlastnostou je kolmost’ gradientu na ekviskaldrne plochy.
Hodnota funkcie na tychto plochéch je konstantnd = dT' = 0= VT -d7T =
0 = VT L1 d7. Pri infinitenzimdlnom posune |d7| — 0, lav4 strana rovnice
(8.3) je totoznd s (8.10) a vyjadruje smerovi derivéciu.

ar
i gradT - T (s) (8.11)

rad o . o, . v
kde t° urcuje smer, v ktorom sa derivdcia pocita.

2Na obr. VIII.2a je pre ilustrdciu zndzornend funkcia dvoch premennych f(x,y), ktord je
reprezentovand plochou. Na obr. VIII.2b si zndzornené vektory (W, %Ly)) zobrazujice

smer najrychlejsej zmeny skaldrnej funkcie f(z,y).
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obr. VIIIL.3

Pre operitor v platia podobné matematické operdcie ako pre derivdciu ska-
larnych funkeif®:

Vihit+h) = VA+VH (8.12)

V(fif) = AVR+EVA (8.13)
v(%) = fi22<f2?f1—f1vf2> (8.14)

Vo fyzike sa Casto stretneme so sféricko-symetrickymi poliami, ktoré maji td
vlastnost, Ze skaldrna funkcia zavisi len od velkosti polohového vektora 7. Pre
gradient f (r) potom platf *:
df or df or df or df o0y z df 7
v b e e R L e =R B
fr(@y 2) dr 0z’ dr Oy’ dr Oz dr v’ r’r dr r (8.15)
Vysledok je logicky. Ekviskaldarne plochy si gulové. Nech sfére s polomerom rq
zodpovedd konstantnd hodnota f () a sfére so nie¢o véiésim polomerom ry + dr
hodnota f (ro + dr). (obr. VIIL4)

obr. VIII.4

3operator je linedrny
4Uvedomme si ze vektor ™ = (z,y,2) md velkost r = /22 + y2 + 22a skutocnost’ %r =

a _ =z o _ o .. __ . . - ot c 114
5% (\/w2+y2+22) = 7, podobne zr = L a Zr = £ Pri vypoctte vyuzime pravidld
o derivovani zlozenej funkcie.
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Smer najrychlejsej zmeny funkcie f musi byt totozny so smerom polohového
vektora 7 a jej velkost’ je gé
Vyuzitie gradientov vo fyzike:

Urcenie silového pola z potencidlov. V kapitole krivkové integrily sme
zavddzali vztah pre vypocet price v konzervativnych poliach (8.8):

T2 T2
A:/7~dT:U(T’1)7U(T’2):/de (8.16)
1 1

Podla (8.8):

/?-d? = /—dU:/—?U-cW (8.17)

1 1 1

F = —gradU (8.18)

Pole potencidlnej energie U(7) obsahuje vsetku informdciu o sile F. Zéporné
znamienko vystupujtice v tejto rovnici vyjadruje, ze sila v danom poli pésobi na
teleso tak, aby ¢o najrychlejsie klesla jeho potencidlna energia.

Priklad 5| N4jdite silu pdsobiacu v gravitatnom poli:

Riesenie: Pre potencidlnu energiu U = —erM , T = —gradU. Skaldrne pole
%z ¢
ré r°

je sféricky symetrické, takze podla (8.15) F = —gradU = —x
Vztah (8.17) sa dd pouzit aj opatne:

Priklad 6| N4jdite potencidlnu energiu vektorového pola T = (2y, 2z + 3z, 3y)

Riesenie:  Dosadenim do (8.17) ziskame trojicu parcidlnych diferencidlnych
rovnic:

e}
2y = —%U = U=-2yz+c(y,2)
2r+3z = 7(‘%U = U=-2zy—3zy+c(z,2)
0
Jy = _EU = U=-3yz+cs(x,y)

Vo vsetkych troch riadkoch je té ista funkcia U a preto
U= —-3yz —2zy + kons ¢
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Urcovanie rovnovaznych poloh pomocou Lagrangeovych funkcii pr-
vého druhu. Kolmost’ gradientu na ekviskaldrne plochy sa d4 vyhodne pouzit
pri hl'adani rovnovédznych poloh telies, viazanych urcitymi vizbami.

Priklad 7| Pohyb gulicky je viazany na elipsu s poloosami a, b :
22 2
S+
a?  b?
ktord sa otdca okolo zvislej osi uhlovou rychlostou w. N§jdite rovnovaznu polohu
gulicky.

=1 (8.19)

=]

obr. VIIIL.5

Riesenie: Vysetrujme pohyb gulicky z hladiska neinercidlnej vztaznej stustavy,
v ktorej je teleso v rovnovédhe. Na gulicku pdsobia tri sily: gravitatnd G =
(0, —mg) tlakovd sila drotu N, a odstredivd Fy; = (mw?z,0), kde = zodpovedd
aktudlnemu polomeru krivosti drahy, po ktorej sa otéca gulicka. Ak zadefinujeme
v priestore potencidlnu funkciu U :

22 P
potom elipsu (8.19) mozno povazovat’ za ekviskaldrnu krivku s hodnotou U = 0,
na ktori musi byt vektor N kolmy. M4 smer gradientu:

2x
A =+ mw?r = 0 (8.21)
2y
Aoz —mg = 0 (8.22)

Riesenim (8.20), (8.21), (8.22) ziskavame dva korene
r = 0 Yy = +b

[ 92 b g
To = =+ l—b—Za ygz—gﬁ (8.23)

Prvy koreni uddva sice rovnovéznu, ale nestabilmi polohu.
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Predstavte si, ze nadmorska vyska kopca je dand funkciou h (z,y) =
5exp [—x? — 9y?] . N4jdite kolmé vektory k vrstevniciam v bodoch so siradni-
cami A = [3,0], B=[-3,1]

Riegenie:  Vrstevnice sd také krivky, pre ktoré h (z,y) = 5exp [—2? — 9y?] =
const. Tento vztah je mozné upravit na rovnicu elipsy: (%) +y? = const.
Kolmice k vrstevniciam v I'ubovol'nom bode st

Oh Oh

w =gradh = <%, 8_y> =5exp [—2® — 9y°] (—2x, —18y) ~ (—z, —9y)
Nepodstatné konstanty sme vynechali, pretoze menia vel'kosti vektorov a nie ich

smery. W4~ (—1,0), Wp ~ (1,-3)

y
B | \:
[ A
obr. VIII.6 o

Niekedy je vhodné vyjadrit operdtor gradientu v inej suradnicovej ststave
ako v kartézkej. Gradient je vektor invariantny vzhl'adom na volbu stradnicovej
sistavy. Staci preto ndjst’ jeho zlozky v novych bazach. Podla rovnice (8.11)
smerové derivacia zodpovedd priemetu gradientu do smeru jednotkového vektora
7. Ak zvolime krivku, ktorej vektor 7 bude totozny s bdzovym vektorom,
potom smerové derivacia zodpovedd prave zlozkdm gradientu v novych béazach.

sféricka suradnicova sustava:

obr. VIII.7
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d Ap, V) — i
(gT'(ld U) — _U — hIIl U (Ta 14 —+ (ev ) U (T7 2 ) —
‘ ds r=kons,)=konst Ap—0 7 s 19A(p
U(r,p+Ap,9) = U (r,,9) 1 U
= N 1m = - -
rsin g Ap—0 Agp rsind 0p
(gradU), = (d—U> _ i L0 H A0 9) 2 U d)
ds p=kons,9=konst Ar—0 Ar
_w
- or
d 9+ AD) — ]
(grad U)ﬂ = (—U> = lim u (T7 P, U+ ) U (1", 2 ) _
dS p=kons,r=konst Ar—0 TA’&
_ 1, Vet Apd) —U(rp9) 10U
 raeo AY r o0
1 8U ou 10U _,
v = - 8.24
gra rs1n198<p ot or © +7“819 € ( )

Analogickym sposobom by sme dosiahli nasledovné vztahy:

cylindricka sistava

10U _, ou ou
dU = —— —%,+—7, 2
gradU = T@gpe‘a+8re +0ze (8.25)
poldrna siistava
1
gradU = o Vs (8.26)

Tap T o

Zlozky gradientu do jednotlivych smeroch sme mohli ziskat’ vyuzitim vlastnosti
skaldrneho sicinu:
Ak VU = ﬁra + ﬁwap potom

.U <8U - oU

U- —i+—7 ~(cos i+ sin ?)*a—Ucos +a—Usin =
9 By ¥ 2N T or ¥ By ¥ =

\Y%
~ [(oUor 8U 6<p n oU or LU ou d¢ Sino — ou
— \or 890 ar 8y Op 8y Y=

Analogicky pre druhi zlozku:

-~ oUu - oU .= A 10U
V,=VU-¢, <8x +8—y )'(blHQOZ+CObQ0‘])—...—T8<p
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8.1.2 Divergencia vektorovych poli

Divergencia patri medzi zdkladné pojmy tedrie poli a jej geometricky vyznam si
vysvetlime pomocou hydrodynamickej analégie. Budeme vysetrovat’ tok kvapa-
liny v potoku a kazdému bodu priradime vektor jej rychlosti v.

obr. VIII.8

Do kvapaliny umiestnime infinitenzimélnu plochu dS s normalou 7.5 Cez
tiito plochu za ¢as dt pretecie taky objem kvapaliny dV', ktory sa rovnad objemu
gikmého valca s rovnobeznymi podstavami®:

dV = dSvdtcosp

% = dS-v (8.27)

Ak je uhol ¢7 je ostry, hodnoty dV s kladné a kvapalina vteks cez plochu
do valca, ak je uhol ¢ tupy, hodnoty si zdporné a kvapalina vytekd cez plo-

.....

konstantny, celkové mnozstvo pretecenej kvapaliny za jednotku ¢asu dostaneme

integrovanim:
d
_V:// s - v (8.28)

Velicinu (8.28) nazveme tokom vektora o cez plochu X. Predpokladajme, ze

v potoku sa nachdadza bod Py, ktory obklopime uzavretou plochou o. Elemen-
tédrne vektory dS orientujme v smere vonkajsich normél.

5V d'alsom texte budeme pracovat’s vektorom plochy ds , ktorého velkost’ je rovny danej
ploche a je orientovany v smere normély 7

6Valec ma vysku vdt cos ¢, pricom ¢ je uhol medzi vektorom rychlosti @ a normélou 7’
na plochu dS

"¢ je uhol medzi normalou na plochu a vektorom rychlosti .
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obr. VIIIL.9

Ak do objemu Vs ohrani¢eného plochou ¥ vtecie za jednotku ¢asu rovnaké
mnozstvo kvapaliny ako z nej vytetie, potom tok bude nulovy. Ak sa vSak
v uzavretom objeme nachddza zdroj kvapaliny (napr. pramei, topiaca sa ladovd
kryha) potom cez plochu pretecie za jednotku ¢asu viac kvapaliny ako pritecie
a tok bude kladny. Z uvedeného vyplyva, Ze tok pola cez limitny objem Vs
by mohol v teérii poli reprezentovat’ uzito¢ni velicinu, ktord by poskytovala
informdciu, ¢ v danom bode je zdroj (7riedlo) kvapaliny alebo nie je®. Zaved'me
takito veli¢inu a nazvime ju divergencia:

div? = lim vi s v (8.29)

Polia, pre ktoré divv > 0, sa nazyvaju zriedlové, polia s div @ < 0 st noro-
vé a pre div 0 = 0 su bezzriedlové. Definicia divergencie je sice ndzornd, ale
neumoziiuje priamy vypocet. Pocitanie takejto limity je nepraktické a preto
sa pokusime ndjst’ jednoduchsi spésob. Pri limitnom zmensovani objemu V sa
postupne stréca rozdiel medzi réznymi pociatocnymi tvarmi objemovych ttva-
rov V. Zoberme preto $pecidlny pripad infinitenzimalnej kvddra podla obrazka
VIIL.10 a vypocitajme tok cez jej povrch.

8Limitnym zmensovanfm objemu Vs sa dostaneme k bodu P
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(xy+Ay,z)
7 5
Az /"
" 1 SV 24_,?
N (xy2) (x+Ax,y,2)
6 0
o ay
(x,y,z-.+Az) \
obr. VIIIL.10

Dostaneme ho spoc¢itanim tokov cez kazd zo &iestich stien. najprv uvazujme
o protilahlych stendch 1 a 2° :

Ny, = //2d?.7’+//1d?-7’ (8.30)
A

Y Az Ay Az
= A —a =) - —— .
{vx<x+ T,y + 27,2—1- 2) vx<x,y+ 27z+ 2)}

‘AyAz (8.31)

Predelenim rovnice Az a vykonanim limitného prechodu Az — 0, vyraz v hra-
natej zatvorke zodpovedd parcidlnej derivdcii:

// A5 - v = %UI AzAyAz (8.32)
12

xr

Zopakovanim postupu pre ostatné pdry stien pre celkovy tok dostaneme vyraz'’:

f is -7 = [av’” LT 8“2] AzAyAz  (8.33)
kvader

ox Oy 0z

1 ov. ov ov
lim — LU = LA R} z .34
‘}L%Vj{mderd? v [&E + By + Bz] (8.34)

Porovnanim (8.34) s definiciou divergencie (8.29) je zrejmé, Ze pre zavedenmi
velicinu-divergenciu plati:

o [Ove | Ov, | Ov.| N
dwv[aera—eraz}v 0] (8.35)

9Pretoze uvazujeme o malom kvédre, mozeme hodnoty vektorov na stendch aproximo-
vat hodnotami v strede kocky. Pre prvi stenu plati: o = [v, (1),v,(1),0. (1)], ds =
(—AyAz,0,0), pre druhd stenu: T = [v, (2), vy (2),v. (2)], ds = (AyAz,0,0). Vektory
plochy s orientované von z objemu.

00bjem kvidra AzAyAz = dV
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Priklad 9| Rychlost kvapaliny v rieke sa meni podla rovnice 7' = (322, 22+, 2).

Ak dosadite siradnice x,v, z v metroch, rychlost vyjde v ms~!. N&jdite také
miesto v potoku, v ktorom nie je Zriedlo kvapaliny

Riesenie: Kvapalina nemd zriedlo v tych miestach, pre ktoré divv = 0:

ov ov ov
-_>: i st} Z: 2:
V- 5t oy T o 6z+2=0
7_1
r = 3m

Majme uzavreti plochu S, ktora ohrani¢uje objem V. Rozdel'me objem V/
Iubovolnym rezom na dve ¢asti.

REZ
obr. VIIL.11
Dostaneme tak dve uzavreté plochy a dva objemy. Objem V;(V3) ohrani¢uje
plocha S;(Ss), ktord pozostava z ¢asti povodnej plochy S,(S,) a z plochy rezu
Sab(Sha)- SEitanim tokov cez parcidlne plochy Sy a S zistime, Ze tok cez povodni
plochu S je rovny sume tokov cez plochy parcidlne:

//Sad?1«7+//sabd?1.v+//s d?zww//s 45 (8786)
- fédﬁw (8.37)

Lubovolny ttvar sa d4 vytvorit' naskladanim parcidlnych uzavretych ploch v tva-
re infinitenzimélnych kociek:

ds - v = f ds -7 = dwvdm:///dwvdv
ﬁ Z kocka Z

i

7{5 a5 - v = / / / div v dV (8.38)

¢

Rovnica (8.38) sa nazyva Gaussova veta.

UVgimnite si, ze v oblasti rezu d S 1 = —d S 2 a preto IS sap dS, 7 =— IS s dS,- 7.
Pripominame, ze plosné elementy pri uzavretych plochéch si orientované von z telesa
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Gaussov zdkon. Skimajme tok intenzity gravitatného pola uzavretou
plochou S.

i) Umiestnime do stredu gulovej plochy s polomerom r hmotny bod s hmot-
nostou m a vypocitajme tok'2:

E-dS = ¢ s2dS = o2 ¢ dS = —scdrm (8.39)
2 2
s s T rJs

ii) Ak plocha m& v8eobecny tvar S, potom obklopime hmotny bod gulovou
plochou S' s takym polomerom, aby celd bola vo vmitri objemu (obr.
VIIL.12a). Spojme ¢iarami hmotny bod s okrajmi infinitenzimalnej plochy
dS. Vzniknuty kuzel vytne na gul'ovej ploche S' element dS" Tok plochou
dS je d® = E (R)-d'S = E(R)dS cos g, tok cez plochu dS' bude d®' =

E(r)dS', pritom ];E((% = f;; a ‘é—g = ﬂ%‘ﬁ. Vzdjomnym porovnanim
vyplynie: d® = d®' a preto celkové toky cez obe plochy si rovnaké: & =
sdmm
n o
’\‘Ef ds
\ g
R

o

obr. VIIL.12a obr. VIIL.12b

iii) Vysledok nemozno este automaticky pouzit’ pre pripad, ked hmotny bod je
umiestneny mimo plochy S. Pouzijeme pomocni gulovi plochu S' s takym
polomerom, aby sa obe plochy takmer dotykali (obr. VIIL.12b). Podla
predchadzajicich analyz tok plochou S+ 5" ako aj diel¢ou plochou S' bude
rovny ® = s4mm, tok spojovacou ¢astou mozno zanedbat. Tok plochou S
je teda nulovy.

iv) Zovseobecnime tieto vysledky pre 'ubovolné rozmiestnenie a poéty hmot-
nych bodov. Vyslednd intenzita na ploche S bude urc¢end superpoziciou

12 ff je vektor intenzity a smeruje do stredu zeme: E. [ ds
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intenzit od jednotlivych hmotnych bodov:
s

Tok teda zavisi iba od celkovej hmotnosti pod integra¢nou plochou.

Priklad 10| Vypotitajte intenzitu gravitatného pola vo vnitri Zeme. Predpo-

kladajte, ze jej hustota je konstantnd. Do Zeme sme vyvitali dva tunely, jeden
"vodorovny” a druhy prechddzajuci cez jej stred (obr. VIIL.13). Pustili sme do
nich telesd, ktoré zacali vykondvat harmonicky pohyb. Porovnajte ich periédy.

Riesenie: Pole je sféricky symetrické, preto mnozina bodov s rovnakou hodno-
tou intenzity bude mat tvar gilovych ploch. Vypocitajme tok cez takéto plochy
a pouzime Gaussov zdkon:

®

4
E-dS = —%47Tp§7rr3

gula

4 .
Fdnr? = %47rp§7rr3

E

3Xmpr
Intenzita gravita¢ného pola vo vmitri Zeme sa meni so vzdialenostou od jej
stredu linedrne. Napisme pohybovi rovnicu v smere osi x, najskor pre gulicku,
ktora sa nachddza vo ”vodorovnom” tuneli:

obr. VIII.13

4
mL = —m=xmprsing = —m—%ﬁprE
3 3 T

. 4
i = —=umpx
3 p
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¢o zodpoveda harmonickému pohybu s uhlovou frekvenciou w = 4/ %mrp a peri-
6dou:

T:@:L
w 3mp

Ak tunel bude prechédzat’ cez stred zeme, potom pohybova rovnica:
mi = —m—=mwpr
3 p

a pohyb bude opét harmonicky, s rovnakou periédou:

po2m__2m

w ,/%%ﬂp

Periéda, ktorou teleso kmitd v tuneli, nezavisi od sposobu jeho vyvitania. <

Podobne ako skaldrne polia sme zobrazovali ekviskalarnymi plochami, grafic-
ké zobrazenie vektorovych polf sa uskutoéiiuje pomocou tzv. ¢ar vektora (obr.

VIIL14) .
“(P)
///'

obr. VIII.14

Vektor @ mé v kazdom bode vektorovej ¢iary smer doty¢nice, ktord je si-
hlasne orientovans s orientéciou vektora'®. Je preto zrejmé, ze pre rovnicu ciary
plati'4:

A7 x7 =70 (8.41)

13Vo fyzike ste sa s nimi uz stretli vo forme silociar, magnetickych indukénych ciar, pridociar
a pod.
nd . L. e
Vektory dr || @, kde d 7 je stcastou ciary
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7 ¢oho vyplyva:

dv _dy _ dz

Up Uy U

(8.42)

Priklad 11| Négjdite tvar silociary v elektrostatickom poli bodového néboja

Riesenie: Podla (8.42) 17 & = «z_y = £ Riegenim tychto diferencidlnych rovnic
st priamky prechddzajice zatiatkom.. &

Priklad 12| Odvodte vztah (8.42) na zéklade hydronynamickej analégie.

Riesenie: Vektorova ciara mé v kazdom bode smer vektora rychlosti: ‘é—f = v,
% = Uy, % = v,.. Porovnanim dt dostaneme pozadovani rovnicu:
de dy dz
dt = — = — =—.
Vg Uy v, &

8.1.3 Rotdcia vektorovych poli

Cirkulacia vektora Pod cirkuldciou vektorového pola v budeme roz-
umiet’ integral po uzavretej krivke I’

L:fﬁdf (8.43)
T

Vektorovy diferencidlny element dl ' mé smer doty¢nice ku krivke. Jeho orientdcia
je dand dohodou o zmysle obchddzania krivky, napr. proti smeru hodinovych
ruciciek. Cirkuldcia bude tym vécsia, ¢im sa orientdcia vektora ¢ bude viac bli-
zit k dotycnici di. Na lepsie pochopenie fyzikdlneho zmyslu cirkuldcii vyuzijeme
opit hydrodynamicki analégiu. Predstavme si, ze integra¢nou krivkou je kruz-
nica. Nech tdto kruznica reprezentuje obvod kolesa (obr. VIII.15a), kroré ma
po obvode pripevnené lopatky a moze sa otacat’ okolo svojej osi. (na meranie
cirkuldcie vektora intenzity elektrického pola, by sme namiesto lopatiek pouzili
malé nabité gule, obr. VIIL.15b)

15Vektor intenzity elektrického pola E = 4#150 57T = = (2,y,2)
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obr. VIII.15a obr. VIII.15b
Koleso sa po vlozeni do kvapaliny bude otdcat’ tym rychlejsie, ¢im bude cirkulédcia
L vigsia. Ak vektor rychlosti kvapaliny je 'ubovolnom mieste kongtantny, koleso
sa nerozto¢i. Ak v kvapaline existuje vir, koleso sa moze otdcat’ s roznou uhlovou
rychlostou, v zdvisloti od natocenia jeho osi k osi viru. Na skiimanie pritomnosti
viru v danom bode kvapaliny zavedieme veli¢inu-rotaciu :

o fwdl
rotv-n = lim
I'—P SF

kde P, je bod, okolo ktorého budeme uzatvarat krivku I'. Polia, pre ktoré nado-
budne rot v nenulovi hodnotu, nazveme virovgmi, ostatné nevirovymi. Pocitat
takéto limity je zdlhavé a nepraktické, preto sa pokisme urcit ju inym spo-
sobom. Zoberme elementdrnu plosku v tvare obdlznika so stranami Az, Ay
rovnobeznymi s prislusnymi kartézskymi osami (obr. VIIL.16).

(8.44)

3
V,
4 VWDV

Ay

2
v
1 _—]

Vx

AX
obr. VIII.16

Vektor 7 sa pozdiz stran takmer nement a preto ho mozno reprezentovat’ hod-
notou a smerom v ich strede. Prispevky k cirkuldcii pozdlz dvojice rovnobeznych
stran najskor pravej a avej potom hornej a dolnej budi::

[vy (:E + Az, y+ %) -y (m,y + %)} Ay = %AmAy (8.45)

[—vz <I+ %,y+Ay> + v <x+ %,y)] Az = —?;ZAIAQ/ (8.46)
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a po ich s¢itant:
L - (Ov, Ou,
%Dv dl = (833 3y > AzAy (8.47)

V zétvorke sa nachddza z—ovi zlozka vektora (¥ x o , pricom stcin Ax Ay =

z
dS. Zavedenim jednotkového normalového vektora 7 na tito plochu, vztah
(8.47) zapiseme v invariantnom vektorovom tvare':

jf 7T = (Vxw) ds=(Vxv) was  (848)

—

hmﬁzﬂ—z(ﬁxﬁ)ﬁ (8.49)

I'—P, Sr

Vzdjomnym porovnanim (8.48) a (8.44) pre rotdciu plati::

rotw =V x 0 (8.50)
Posledny vztah rozpisme:
P y
_ _ o & o |_
rotT = V x 0 = r a x| =
Vp Uy U
:;81)2_% —j 61}2_6111 +];: %_a’(}z
dy 0z ox 0z ox Oy

Cirkuldciu po akejkol'vek uzavretej krivke mozno uviest do stvislosti s ro-
taciou vektorového pola. Vmitro krivky vyplnime vhodnou plochou a celd ju
pokryjeme infinitenzimdlnymi obdlznikmi (obr. VIIL.17).

IR
ODOQ

obr. VIIL.17

16V nagom pripade 7i = k, kde k je bazovy vektor v smere siradnice z.
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Pri s¢itovani cirkuldcif pozdiz obvodov malych obdiznikov sa rusia prispevky
na spoloénych hraniciach (integrujeme dvakrat v opagnych smeroch)!’:

f?wlT:ZjI{7-d7=2r0t?-d?i=// rotw -dS  (8.51)
O Sp
T

Vztah (8.51) sa nazyva Stokesova veta, ktord umoziiuje previadzat’ krivkovy in-
tegral pozdlz I' na plosny integrél cez plochu, ohrani¢emi krivkou I'. Takychto
ploch existuje nekone¢ne vela.

Vyuzitie Stokesovej vety: 1, Vipocet obsahov ploch.

Predpokladajme, ze mame vypocitat obsah plochy, ktord je ohrani¢end uzav-
retou krivkou I, pricom celd lez{ v rovine xy. Plogné elementy maju iba z-ovi
zlozku: d'S = (0,0,dS) = (0,0, dzdy) a podla (8.51):

. N Ov, Ou,
- = * - — . 2
fv dl //SFrotv dsS //SF< . y)da:dy (8.52)

Pri vhodnej vol'be vektorovej funkcie @, mozno z integrantu na pravej strane
rovnice (8.52) vytvorit’ konstantu a cely integrél previest na vypocet plochy.
Nech 7 = (—y,,0), potom dosadenim do (8.51):

%(—ydm +azdy) = 2//SF dzdy (8.53)

T

S = %‘?{(fyquLxdy) (8.54)

Priklad 13| Vypocitajte obsah plochy ohranicenej elipsou.

Riesenie: Elipsu parametrizujme podla t:

x = acost dx = —asintdt (8.55)
= bsint dy = beostdt (8.56)

17Cirkuldcia po I'; /obr / je suctom integrélov po I', a I'gp,. Podobne ako cirkuldcia po I's.
Integral po I'y, bude mat v pripade krivky I'y opa¢né znamienko ako v pripade I'y, pretoze
smer obehu bude opa¢ny:

vdl + | wdl + 7d7’+/ wdl = %mﬁ’
T Tab Tya Ty r
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Po dosadeni do (8.54) dostavame:

2
1
S = —/ (ab sin? t + ab cos? t) dt = mab
2 o
0

2, testovanie konzervativnosti vektorovych poli

Pole _j)e konzervativne, ked praca po I'ubovolnej uzavretej krivke je nulovi
f F.dl =o. Vyjadrenim sily podla rovnice (8.18) a aplikovanim Stokesovej
r

vety:
7{7-d7:]{rotﬁ-d?:]{(ﬁxﬁ)-d?:O
T T Sr

Kedze uvedeny integral musi byt nulovy po akejkol'vek ploche, ktorej kontirom
je T potom nutnou a postacujicou podmienkou konzervativnych polf je:

V x F=rotF =0 (8.57)

Priklad 14| Dokézte, ze kazdé sféricky-symetrické centralne pole je konzerva-
tivne.

Riesenie:  Sféricky symetrické centrdlne polia sa vyznacuju tym, ze sila ma
rovnaky smer ako polohovy vektor a teda plati:

F=f(@r)r

kde f (r) je funkcia zdvisld od velkosti polohového vektora. Kedze

rotF = % 9% % =1 (8](;7(]“) %z - 6‘27(“7“) ;y) +j0+ k0=
fryz fr)y f(r)z
(8.58)
pole je konzervativne. &

Priklad 15| Pomocou Gaussovej a Stokesovej vety dokazte tieto identity: rot grad U =

6, divrot F =0
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Riesenie: Kazdé konzervativnemu pol'u dokdzeme priradit’ potencidlnu energiu
U, pricom F = —grad U. Dosadenim do (8.57) dostdvame prvu identitu:

rotF = —rot gradU =0

Druhi identitu dokdzeme zo Stokesovej vety.

fﬁd?:/sromd?

3
f
/
[

X
|
\
¥
2

—

¥
¥
14
¥

\
\
¥
¥

o

Krivka I' sa postupnym uzatvaranim scvrkne na bod a plocha St sa stane uzav-
retou. Krivkovy integrédl po I'sa blizi k nule. Podla Gausovej vety d’alej plati:

y{?.ﬁz/s ¥ -as - | V- (VxF)av=o

-
\
!
/
.

:\
y
'
¥

L e . .
o e e e
R Sy wm—p w———
¥ s~ > > >
N e -
=i
X
¥
t
4
z

g ——
b

N

= —

A
Ny 7/ 7 7 '
Rovnost’ je splnend pre akykol'vek objem, ktory prechddza bodom a preto: X 1 A A f 7 7 7
~ X VAR .
v-(vX?):o (8.59) :_\4_* iy f*f*fwf*f
- I IS N N
teda divrot F' = 0.
¢ 2 h s Py vy ]
AR IR LI A
2V N W N I LN N N ¥
|
[ X <
Priklad 16| Divergencia $tyroch zo zndzornenych velitorovyfh poli na obr. 8.1 \ \\ —_ // p SO N \ ¥ / /
je rovnd nule. Pokuste sa urcit’ charakteristiky pola F: rot F' a div F \ -~ » [ >~ X ; /
[ =
Riesenie:  Riesenie je zndzornené na obr. 8.2. a, Ak sa pohybujeme v smere \ \ > l 1 > \ - 4 ;
vektora F' , vektor zostava konstantny 2L = 6, F,=0=divF = 0. Ak urcime “' ¥ } f <
i . 4 20 R T L N
cirkuldciu napr. pozdlz slucky zndzornenej na obrdzku zistime, ze rot F #0. b, - /A I U
Ide o centrdlne pole, vektor F' je radidlny a jeho velkost zdvist len od vzdialenosti "% 4 ’;_ - \ / f L
r. Podla (8.58) rot F' = 0. Jeho divergencia nemoze byt nulovd, pretoze v strede c) // o~ % F) / ’( \ .~

obrazka sa nachddza zdroj. c, Z obrédzku sa nedd jednozna¢ne ur¢it’ charakter
pola, ale je mozné, ze rot F=0adivF =0. d, Nevidno ziadne zriedlo pola =—>
div F = 0. Ide zrejme o pole, ktorého velkost vektora F Klesé so vzdialenostou
F~ % = rot FF =0. e, nevidno ziadne zriedlo = div F = 0, je viak ocividné ze Obrazok 8.1:
cirkuldcia vektora F cez zndzornend slucku je nenulovd = rot F £ 0. f, v strede
je zriedlo => div F # 0, na prvy pohlad je zrejmé ze rot F # 0 (v8imnime si
cirkuldciu cez vyznadenu slucku). &
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A)*Ifléil 2!"'_""_’_"'\‘\
I R - 7 >
[ I B BN O G N
P A } P A SR
} 1;* g N
) 11\1?%4 // -~ N
} A // \\

div F=4 rot F=0

i//////

\\‘\4s¢_’/
TR T»\
[

A& tot
~ ™ ) — f f ‘t’h-f / 1/
TN~ A
f//;\\\\\\ \r i\
AATRATAN ) \\
div F#0 rotF=4 dwf=ﬂ 70% F£0

c}\\\—’/ ) F \ \\ ¥

N - \\ N / Y/

;’A, RN

divF=0 rotF=g

@iy F#0 rot F#0

Obrazok 8.2:

8.1.4 Divergencie a rotacie v sférickych a cylindrickych
sustavach.

Vo fyzike sa castokrit potrebujem vyjadrit divergencie a rotécie vektorovych
poli v inych sdiradnicovych systémoch ako su kartézske. Vyjadrime preto nabla
operdtor V a vektor @ v cylindrickom siradnicovom systéme (8.25):

3 o9 18 _ 0
Vo= Gy tera, T

= a,€ + ayf, + a.e;

QU

Dosadenim do (8.35) odvodime vztah vztah pre divergenciu:

8 10

0 - . .
+ wr (990 * ezaz) . (CLTCT 1 apfy + GZGZ) =

Prehl'ad parcidlnych derivacii bazovych vektorov:

€. = CoSwi+ sinyj
€, = —sinpi+ cosy)
e, =k

je uvedeny v nasledovnej tabulke:
e, €,

3

o 0 0

35 € —¢€ 0

5 0 0

Pomocou nej vypoéitame jednotlivé éleny rovnice (8.60)

A€ Ay, A€,

— 0 Oa,

ETE or 0 0
glo ar 193
‘P%&p r r Op a
e 9 gaz
ez(’)z 0 0 0z
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z Coho pre divergenciu vektora @ v cylindrickych sturadniciach dostaneme:
da, a. 10a, Oa, 10
o 7 rOp Oz 77‘87'(mr)+r&p+az

Analogicky postupujeme aj v sférickom siradnicovom systéme:

la,  Oa,

divad =

divd — 8ar+g 1%4_ cos . 1 %
T o TR T 99 T rsind™ T rsing dp
10 ,, 0 1 Oa
= == ») + ———=— (sin® —£ .61
r2 Or (Ta)+rsin19819 (sin aﬁ)+rsin19 Op (8.61)

Skaldrne vyndsobime V = ¢, % + é;g%a% + é;,& % s vektorom @ = a,€,+aycy+

Ap€y:

divi = V-d=|¢&— +é&y—

or r8_19+ewrsin19%
0 . 0 . ) o
— <€TE> (aq€.) + <6T5> - (ag€s) + <er5) (apey,) +
b (Ema) () + (ot s ) (o) + (E0r s ) - (0,)
o) Ve T o) e

. 1 0 R . 1 0 -
* (ewrsinﬁ%> (arer) + (evrsin§8_¢> (20%) +

<q8 _10 L 1 0

> - €, + ay€y + e, =

(8.62)

obr. VIII.18

€ = sindcospi+ sindsin ] + cos ok
€y = cosdcospi+ cosdsinpj — sin ok

€, = SN+ Cosp)

ktoré parcidlne zderivujeme:

€

€y €y
£ 0 0 0
3 -
@ €y -€ 0
5, sinve, —cosveé, —sinde, —cosde,
ar€y  Queyp a,e,
g0 day
o &y or (1) 0 !
> 90 ar 1 ay
€97 B9 T r 0% 0
e 1 0 ar cos ¥ a 1 Oay
P rsind Op T rsin 2L Y Tsind Op

a dosadili.
Po nahradent skaldrneho stcinu v (8.35) vypoditame rotaciu. V cylindrickej
sturadnicovej sustave zrejme plati:

. _ 0 e 10 e 0 X (ar + ag?, + 0,8
roti = |&— +€,—— + &, — a,€, + a,€, + a,e,) =
or  Frop 0z e

L0 - - ~
= by X (ar€, + ay€y, + a,€;) +

S o1 o o o
+e, X —— (a,€, + a,e, + a,e,
(4 r@gp( (] )

0
+€, X — (a,€, + a,€, + a.€.)

0z

Vyuzitim vlastnost{ vektorového sic¢inu a horeuvedenych prehladnych tabuliek:

i laaz_% - BaT_aaz L a_w_laar_i_l .
o= rdp Oz o 9z or )¢ ar royp Phe )

Podobne vo sférickych siradniciach'® pre rotéciu plati:

rotd = la, 1 %+cosﬁa €, +
— \rod  rsind dp  rsing 7)) "

1 da, Oa, 1 R
+ | — ___;% ey +

Y Doporucujeme citatelovi toto tvrdenie dokézat.
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8.2 C(Cvicenia

Urcte divergenciu a rotéciu nasledovnych vektorovych poli. Ak je pole
konzervativne, néjdite jeho potencial: F= (x+y,—z+y, —22), E= (2y, 2z +
3z,3y).

Riesenie: 0; 0, U = —2zy — 3zy — konst

Majme silové polia s nasledovnymi potencidlmi: 7, %7 ¢ T, tx, 53, kde € je
kongtantny vektor. Néjdite sily, ktoré v nich posobial
P 3r = r’c—(&f2r  r?c-3(E@nr

Riesenie: -5, =%, —C, o ) pos

Uréte divergenciu nasledovnych poli: 7 TL;, g
Riesenie: 3,0, —i‘—i

Potencidlna energia castice mé tvar U = %;%er, kde r je velkost’ poloho-
vého vektora. Najdite silu, ktord posobi na ¢asticu a vypocitajte pracu, ktori
vykond pri premiestnent telesa z bodu (1,2, 3) do bodu (2,2, 3).

Riesenie: a, F = %, A =0.82a b, F = —kf, A = —1.5k

Teleso sa kize z vysky h z podlozky tvaru y = Vz. V ktorom bode sa
odtrhne od podlozky?
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