Kapitola 6
Stiradnicové systémy

V mnohych fyzikdlnych situdciach nie je vhodné charakterizovat polohu v kar-
tézskych suradniciach. Ide predovsetkym o pripady, ktoré vykazujui osovi alebo
stredovi simernost. Skor ako si uvedieme a podrobne popiSeme rozne typy su-
stav, zamyslime sa nad spésobom konstrukcie bdzovych vektorov, objemouvijch,
dlkovych elementov v kartézskej siradnicovej sustave, ktord je ndm doverne
zndma. Ziskané poznatky vyuzijeme pri hl'adan{ tychto zékladnych charakteris-
tik aj v inych sistavach.

Bazové vektory. Bédzové vektory si vzdy viazané ku konkrétnej stradnici.
T — 0’()6] siradnici zodpovedd bézovy vektor e, = i y—ovej ey =jaz— ovej
¢, = k. Ak chceme napr. v bode (zo, Yo, 20) ndjst smer bézového vektora &, = i,
zostrojime ¢iaru, ktord vznikne fixovanim v8etkych siradnic okrem z — ovej:

T # konst,y = yo,2 = 2o

a skongtruujeme k nej doty¢nicu (obr. VI.1).

Béazovy vektor orientujeme v smere narastu veli¢iny x. Rovnakym spésobom
néjdeme aj ostatné vektory €.
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Plosné a objemové elementy. Velkost’ plosného alebo objemového ele-
mentu uréime tak, Ze infinitenzimélne zmenime vsetky suradnice

z—zc+dr, y—y+dy, z—z+dz (6.1)

a vypocitame plochu, resp objem vzniknutého obrazca: dS = dzdy , dV =
dxdydz. Podl'a rovnakych algoritmov budeme kongtruovat’ béazové vektory, plos-
né a objemové elementy aj v inych stustavach.

6.1 Polarna siuradnicova sustava.

Poloha bodu v tejto ststave je dand velkostou polohového vektora r a poldrnym
uhlom ¢. Vektory €, a €, lezia v rovine urcenej osami z a y.

obr. VI.2

Z obr. VI.2 l'ahko odvodime vztah medzi kartézkymi a poldrnymi siradni-
cami:

T = TCOSY (6.2)
y = rsing (6.3)

Biézové vektory. Bézovy vektor €, (€,) zostrojime pomocou doty¢nice
k ciare r # konst, o = kondt resp.r = konst, ¢ # konést.:

& = cospitsing] (6.4)
€, = —singi+cosg ] (6.5)

Zderivovanim béz podla casu:
& = —@singit pcosp] =&, (6.6)
e_.;, = —pcospi—psingj=— e, (6.7)

Vsimnime si, ze vektory €&, €, tvoria ortonormovani bézu - su jednotkové (nor-
mované), a st navzdjom kolmé (ortogondlne).
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obr. VI.3

Velkost plosného elementu ndjdeme infinitenzimalnym zvic¢senim paramet-
rov dy a dr (obr. VL3):

dS = rdedr

Zderivovanim polohového vektora 7 = r €, a vyuzitim rovnic (6.6),(6.7) odvodi-
me rychlost’ a zrychlenie v novych bézach:

dr dr d_é} dr dy

V=g =gatr—o=satr—re (6.8)
7 ¢oho pre jednotlivé siradnice vyplyva:
dr
. = — 6.9
v 7 (6.9)
d
vV, = wr= d_f r (6.10)
Analogicky ako pri rychlosti
. d (dr n de _,
a = —|—eé+r—e,| =
dt \ dt dt ¥
d*>r , drde.  drdp d>p dyo dé,
cwttada Taa e e
dr . drde_, drde o de\? .,
C @t T ma T aa e aw e <E> “=
d*r do\? dr dy d*p
S P L T A DR L o 6.11
[dﬁ T(dt) e+[ dtdt+rdt2]e“” (6.11)
7 ¢oho pre jednotlivé stiradnice vektora @ v novej béze:
d*r dy ?
= —= — — 12
¢ a " (dt) (6.12)
dr dy d*p
= 2—— —_— 6.13
e FTTIRT: (6.13)
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Priklad 1| Dokazte, ze pri centralnych pohyboch polohovy vektor 7 opise za
jednotku ¢asu rovnaki plochu.
Riesenie: Pri centrdlnych pohyboch sila posobiaca na teleso je rovnobezné s po-
lohovym vektorom a preto tangencidlna zlozka vysledného zrychlenia je nulova
@, = 0. Podl'a rovnice (6.13) :

dr dw
2— — = .14
g +r i 0 (6.14)
g _ _dw (6.15)
r w
r’w = konst (6.16)

Velkost’ plochy, ktoru opiSe vektor 7 za jednotku ¢asu vypocitame pomocou
vektorového stucinu a rovnice (6.10):

as 1|@xdrl 1|, df] 1 .
& 2 @ o @ Tt =
1 1
= E‘FX ”w‘:?“%

Vyuzitim (6.16) zistime, Ze plogna rychlost je konstantna.

Priklad 2| Mys bezi po priamke rychlostou u. Nahaia ju macka rychlostou v.
Za akti dobu ju dohoni, ak ich po¢iatoénd vzdialenost' je | a na zac¢iatku o L @’.

Do akej vzdjomnej vzdialenosti sa priblizia, ak u = v?

Riesente:  Pohyb budeme vySetrujme v poldrnej siradnicovej ststave, ktorej
pociatok stotoznime s polohou macky podla obr. VI.4

M@
IR ¥ |

obr. V1.4
My$ sa vzhl'adom na macku pohybuje relativnou rychlostou w = — 70 + 0,
ktort rozlozime podla (6.9), (6.10) na dve zlozky:
d
w, = d—::(fT’Jrﬂ’)é;:varucosH (6.17)
do
w, = = (-7 4+ W) €, =—usind (6.18)
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Prvi rovnicu vynésobime [v + u cos 6], pripo¢itame k nej druhi rovnicu umoc-

nent na druht, v ktorej vsak vyraz u?sin? # nahradime w sin @ (—9 7’):

r(ucosf +v) —rBusing = u®— v (6.19)
% [r(ucos+v)] = u®—0? (6.20)

Preintegrujme obe ¢asti rovnice cez ¢as v hraniciach 0 a ¢ a dosad'me pociatocné
podmienky r (0) =1, 8 (0) = 7/2:

r(ucosf +v) — vl = (u* —v)t (6.21)

Macka dobehne mys vtedy, ked r = 0 = t = —vl/ (u® —v?). V pripade, ak
v = u z rovnice (6.20) 7 (ucos @ + v) = kondt = lv 'macka sa priblizi k mysi na
minimdlnu vzdialenost

lv l

utv 2 &

T'min =

6.2 Sféricka siuradnicova ststava

V sférickom stradnicovom systéme je poloha bodu zadand polérnym uhlom ¢,
azimutalnym uhlom ¢ a velkostou polohového vektora 7. Vyskytuju sa dve
moznosti ich definicie - uhol ¥ sa urcuje bud’ od zvislice alebo od rovnika (napr.
pri zemepisnej sirke).

obr. VL.5a obr. VL5b

IVel'kost konstanty sme urcili z pociatocnych podmienok dosadenim 6 = 5
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Je uzitocné zvyknit si na obe definicie, i ked’ vo vicsine pripadov sa stretneme
s prvou alternativou, pre ktori uvedieme aj prislusné vztahy:

7 sin 6 cos ¢
7rsin 6 sin ¢ (6.22)

z = rcosb

Infinitenzimédlnou zmenou suradnic vytvorime objemovy element, ktorého vel-
kost’ lahko vypocitame (obr. VL.6).

obr. VI.6

dV = r?sin 6 dr df dp. Pomocou geometrickej predstavy je mozné uréit’ zloz-
ky rychlosti. Predpokladajme, ze za ¢as At sa teleso presunulo v priestore tak,
e p— o+ Ap, 0 — 0+ A0, r— r+ Ar. Z obrazku VI.6 vyplyva:

_ As, .. Ar i
U T AN AL T Ao AL
. As,, .. rsin 0Ap o .
o= Ama TAm T A S0
A A
o8 = lim 20 gy, TR0

1m = 11m ——- =
At—0 At At—0 At

6
A\ 2 2 A\ 2
v o= vf—i—vi—}—vg—\/(r) —l—(TsinOap) +<T9>

6.3 Cylindricka siiradnicova stistava

Cylindricks ststava vznikne doplnenim polédrnej sistavy r, ¢ o kartézsku surad-
nicu z (obr. VLT7)
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obr. VLI.7

Vztah medzi cylindrickymi a kartézskymi siradnicami je:

= TrCcosp (6.23)
= rsing (6.24)
z = z (6.25)

Podobnym postupom ako pri analyzovani sférickej sistavy by sme sa dopracovali
k nasledovnym uzitoénym vztahom (obr. VI.7):

. As, . Ar .
U= A At Ao At =
. As, . TAp .
Yo T A Tt Ao A Y
As, Az
v, = i z

At—0 At Aiglo At -

o - m—mw@w

dV = rdpdrdz

6.4 Cvicenia

Teleso sa pohybuje v kartézskych suradniciach po trajektérii
kt
z:2a00525 Yy = asin kt

Prepiste tiito zavislost ako funkciu poldrnych siradnic od ¢asu.
Riesenie: v = /2% + y? = ay/2 (1 + coskt), tg = £ = sin kt

T 1+4coskt

Napiste kinetickd energiu T = %m(ar':2 + 9% + 2%) v poldrnych, sférickych a
cylindrickych sdradniciach.
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Riesenie: %m (7’"2 +r? ¢2>, %m (¢27«2 sin2 9 + 922 + 7;2)

Teleso sa pohybuje v kartézskych siradniciach po trejektorii

o kt R kt

=R — = —sinkt = Rsin —

r = Rcos? 5 y =5 sin z = Rsin 5

Prepiste tiito zédvislost’ ako funkciu sférickych stiradnic od ¢asu.

Riesenie: r =R, p = %, Y=

Teleso sa pohybuje v rovine. Jeho tangencidlne a normélové zrychlenie s
konstanty a a b. Ndjdite rovnicu trajektérie v poldrnych siradniciach.
. . 2a
Riesenie: r = roe’s (¥~%0)

Mucha sa priblizuje k lampe zo vzdialenosti rq tak, Ze jej rychlost zviera

so spojnicou k lampe konstantny uhol a. N&jdite trajektoriu pohybu.
Riesenie: r(p) = roexp(52)

Teleso M hmotnosti m je pritahované (neznémou) centralnou silou F(r)

do bodu O, vdaka ¢omu sa pohybuje po kruznici (vid’ obr. VI.8.) s konstantnou

plognou rychlostou o. Néjdite zévislot F (r).

M
E
0 ¢
obr. VL.8
Riesenie: F = 32";#

Teleso sa pohybuje po lemniskite 72 = a cos 2 s potiatoénymi podmien-
kami r(0) = ro, v(0) = vg, £L(70, %) = a. Vypocitajte silu posobiacu na teleso.
Riesenie: F' = ‘3ma2 r2vdsin® a
Teleso hmotnosti m sa pohybuje pod vplyvom centrélnej sily tak, ze jeho
rychlost’ sa men{ podl'a vztahu v = %, kde «a je konstanta. Urcte trajektoriu
pohybu a silové pole F(r).
Riesenie: trajektériou je logaritmickd $pirdla, F' = ";—‘;‘2

Teleso s pohybuje v smere osi z rychlostou v po §pirdle, ktorej polomer
r a uhol ¢ v rovine xy sa s ¢asom meni nasledovne: r = aexp (—at), p = wt.
Urcte zlozky a velkosi vektorov o, @



