Kapitola 4

Nekonec¢né rady

4.1 Mocninné rady

Predpokladajme, ze poloha telesa v ¢ase ty je urcend stradnicou x (¢y) . Pokiisme
sa rychlo a efektivne vypocitat jeho novi polohu po uplynuti kratkeho ¢asu At.
Sikovnd metéda takéhoto priblizného vypoctu je zalozend na predpoklade, ze
teleso sa pohybuje konstantnou rychlostou ‘fl—f =v = konét :

x (to + At) = x (to) + vAt (4.1)

Tento odhad mo6zeme vylepsit’ tak, ze pohyb telesa budeme povazovat’ za rovno-
merne zrychleny a vyuzijeme zndmy vztah:

x@m+Aﬂ=x@@+vAﬁ+%ﬂA02 (4.2)

Dalsie vylepsenie je povazovat pohyb za nerovnomerne zrychleny so ”zrychlenim

zrychlenia” « , ktoré je konstantné o = % = konést :

x (tg + At) = z (ty) + vAt + %a (At)® + %Oz (At)? (4.3)

Takto by sme mohli stdle zvySovat presnost v urceni polohy z v Case t + At.
Struktiira vyrazov (4.1), (4.2), (4.3) nds vedie k myslienke, Ze po uskutocne-
ni nekone¢ne vela ”vylepseni” ziskame skuto¢nd polohu vo forme nekone¢ného
radu:

x (t) =ag+a (t — t()) + ag (t — t0)2 + as (t — t0)3 + aq (t — t0)4 + ... (44)

7 predchadzajuicich odhadov vyplyva, ze pre prvé dva koeficienty plati: ay =
z(to), a1 (to) = % |,_;,. Algoritmus na vypocet ostatnych a, bude podobny:
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Dréhu z (t) n — krdt zderivujeme a potom vyjadrime jej hodnotu v bode ¢ = t,.
Dospejeme k nasledovnému vysledku:

- s

Po spitnom dosadeni do rovnice (4.4) ziskame rozvoj funkcie z (t) v okoli bodu
t()l

dzx 1 2z
z(t) = z(to)+ P li=to (t —t0) + N dE lieto (t—t0)* +
1 Pz
iﬁﬁhjdt—mf+“. (4.6)

Vo fyzike sa ¢asto stretneme s rozvojmi trigonometrickych ako aj exponencional-
nych funkcii. Pre ilustraciu ukdzme niekolko prikladov:

Priklad 1| Rozviiite funkcie a, f (z) =sinz b, f () =cosz ¢, f (x) = exp ()

do radu v okoli bodu z =0

Riesenie: a, Kedze f(0)=0, f(0)=1, f'(0)=0, f"(0)=—-1, ...

sinx:m—?)—?—i—z—j—l;—!?—o—... (4.7)
b, Kedze f(0)=1, f(0)=0, f'(0)=—1, f"(0) =0 ...

coslefz—j+2—?fz—?+... (4.8)
¢, Kedze f(0) = f'(0) = f"(0) = f"(0) =1

exp(az):1+£+$—2+x—3+x—4 (4.9

2t 3t 4

Uzito¢nost rozvoja funkcif spo¢iva ¢asto nie v tom, Ze mozeme scitat cely rad,
ale prave v tom, Ze pre mnohé praktické ucely ho s¢itat’ cely nemusime. Ak totiz
¢leny radu rychlo klesaji, potom vyssie ¢leny radu zvysuju presnost’ vysledku na
vyssich desatinnych miestach, ale prvé desatinné miesta sa uz nemenia. Ak nés
vysledok zaujima len s kone¢nou presnostou, staci s¢itat’ niekol’ko prvych ¢lenov.
Dalsie ¢leny radu ndm umoziuji odhadnit, na ktorom desatinnom mieste je uz
nas vypocet nepresny.

Priklad 2| Vypocitajte prispevky prvych piatich ¢lenov rozvoja funkcie f =
N
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Riegenie: Ide v podstate o rozvoj (4.9) v ktorom dosadime x = % Pre n-ty
(05"

clen tohto radu plati a, = =
n 0 1 2 3 4 5
a, 1 0,5 0,125 0,020833 0,002604 0,000260

vidime, Ze kazdy nasledujici ¢len je priblizne o rdd mensi nez predchddzajici.
Séftanim prvych piatich ¢lenov dostaneme /e = 1,648 a z posledného ¢lena v ta-
bul'ke odhadneme, Ze tento vysledok sa 1{si od presného az na stvrtom desatinom
mieste. ”Presny” vysledok uré¢ime z kalkulacky:

Ve =1,6487243. &

7Z tvaru mocninného radu je intuitivne jasné, ze ¢m mensi je rozdiel x — xg,
tym mensi pocet ¢lenov treba zobrat’ na ziskanie relativne presného vypoctu.
Aké Az je uz dostatocne malé, zdvisi od konkrétneho tvaru funkcie. Niekedy si
aj pomerne velké Az este dostatoéne malé z hl'adiska mocninného radu.

Urcite ste si vsimli, ze mnohé fyzikdlne zdkony sui linedrne. Spomerime Oh-
mov zdkon, Hookov zdkon, zdkon tepelnej roztaznosti a iné. Aby sme pochopili
tito skutocnost, rozoberme priklad dobre zndmy z mechaniky - silu F', ktorou
posobi pruzina na teleso. Rozlozme ju v okoli rovnovaznej polohy xy = 0 do
mocninného radu:

Flz) = F(0)+ F (0)x + %F (0) 2 + éF Oz +..  (410)
Pre dostato¢ne malé vychylky x z rovnovaznej polohy st treti a vsetky d’alsie
¢leny malé oproti prvym dvom a kedze v rovnovédznej polohe F'(0) = 0, ziskame
préve linedrny vztah F' = —kz (konstanta F' (0) sa oznacuje v praxi ako tuhost
pruziny k.). Tento vztah je bezny pre mnohé pruziny prave preto, lebo bezné
vychylky st dostatocne malé na to, aby sme v (4.10) mohli zanedbat vsetky
vyssie cleny. Ostatné zékony su linedrne v dostato¢ne malom okoli danej veli¢iny,
z analogického hladiska.
Okrem priblizného vypoctu si mocninné rady ¢asto uzitoéné aj pri tplne
presnych vypoctoch ¢ dokazoch. Ako priklad uvedieme odvodenie Eulerovej
formuly, ktorti budeme tspesne pouzivat’ aj v inych kapitolach:

Priklad 3| Odvod'te Eulerovu formulu exp (iz) = cosx + isin .

Riegenie: Nahrad'me v rovnici (4.9) © — ix, kde ¢ je imagindrna jednotka, pre
ktord platf: 2 = —1, 43 = —i, i* =1

o _o i ot i (4.11)

exp(ir) =1+ - or—grt gt
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Po preusporiadani jednotlivych ¢lenov rozvoja :

. 172 .ZA . X ZL’3 IS

v zatvorkdch spozndvame rozvoje trigonometrickych funkeii (4.8), (4.7):
exp (ix) = cosx +isinx (4.13)

¢o sa nazyva Eulerova formula. Zametime z — —z, cos(—x) = cos (z) , sin(—z) =
—sin (z) a ziskame rovnicu

exp (—iz) = cosz —isinz (4.14)

Posledné vztahy vyjadruju stvislost’ medzi exponencidlnymi a trigonometrickymi
funkciami. Ich s¢itanim a odé¢itanim sa daju prepisat’ do tvaru:
exp (ix) + exp (—iz)

cosT = ) resp. sinx =

exp (ix) —Qiexp (—ix) (41%)

Rady sa dspesne vyuzivaju na priblizné vypocty integralov a stum. Ak sa
integrél z danej funkcie nedd zapisat’ v tvare elementdrnych funkcif, moézeme sa
pokiisit’ rozlozit’ integrand do mocninného radu a integrovat’ ¢len po ¢lene.

Priklad 4| Vypocitajte rozkladom do radov integral [ %dm

Riesenie:

“4 1+1+x+$2+ d +In x| + er2 +x3 +
—ar = — - - T = C n|x x —— a— ..
x x 21 " 3l 2-21 3.3 0

Vysledkom je nova funkcia dand vo forme radu, ktori nemozno vyjadrit
pomocou elementédrnych funkecii.

o0
Priklad 5| Vypocitajte "3—";1
n=1

o0
Riesenie: Zadefinujme funkciu f(z) = > (n + 1)z™ a zintegrujme ju':

n=1

/f(x)dDC:/ [i(n+1)m"] dl‘:im"+l+c: 1i2x+c

n=1 n=1

!'Viimnite si, Ze dostaneme geometricky rad s absolitnym clenom ag = 22 a s quocientom
= ] 1 — _a
q = x. Jeho suma je S = ﬁ?
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Spétnym zderivovanim pravej a lavej strany uréime funkciu f(z):

2r — 222 + 22

f(z) = (1— x)2

Dosadenim za = = % dostaneme sumu pévodného radu:

Z n+1 1. 5
nz:; 3n :f(ﬁ):l o

4.2 Fourierove rady

Vo fyzike sa ¢asto stretdvame s veli¢inami a dejmi, ktoré sa pravidelne opakuju.
Napriklad periodicky pohyb piestu v motore, kmitanie sistavy okolo rovnovaznej
polohy a pod. Kazdd periodicka funkcia f (t) je charakterizovand periédou T,
ktord sa vyznacuje nasledovnou vlastnostou:

ft+T)=f() (4.16)

Pod slovom periéda sa zvycajne mysli najmensia z kladnych periéd tzv. zdkladnd
peridda. Podobne ako v predchddzajicom paragrafe bolo vyhodné rozvijat fun-
kcie do radov, pokisme sa néjst’ vhodné rozvoje pre periodické funkcie. Zsklad-
nou stavebnou jednotkou takéhoto radu budi pravdepodobne najjednoduchsie
periodické funkcie, ktorymi si sinwt a coswt (kde w = 27”) ..

f(t) = co+ c1cos (wit) + dy sin (w1t) + ¢z cos (wat) + da sin (wat) + ...

Aké vlastnosti musi mat’ takyto rad? Kedze funkcia f (t) je periodickd, potom
podla (4.16):

ft) = co+crcos(wit +wiT) 4 dysin (wit +wiT) + ... =
= ¢+ ¢ cos (wit) + dy sin (wit) + ...

a teda w;T = 2mn; = w; = wn; kde n; su celé cisla.?. Zistili sme, ze funkcie
s periédou T bude mozné rozvimit’ do radu trigonometrickych funkcit:

f@)= % + Z (ay, cos (nwt) + by, sin (nwt)) (4.17)

2Vo fyzike sa frekvencie w; nazyvaji vyssie harmonicke.
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Takéto vyjadrenie bude mat prakticky zmysel iba vtedy, ked sa ndm podarf
najst’ recept na urcenie vetkych nezndamych koeficientov a,, b,. Skor ako sa o to
pokisime, vypoéitajme niekol’ko integrilov, ktoré neskoér pouzijeme:

T T T
/COS (nwt)dt = /sin (nwt) dt = O,/dt =T (4.18)
0 0 0

cos (nwt) sin (mwt)dt = 0 (4.19)

St — 5

T
cos (nwt) cos (mwt) dt = /sm (nwt) sin (mwt) dt = gc‘in’m (4.20)
0

lL,n=m

0,n#m °
Vynédsobme rovnicu (4.17) funkciou cos mwt a zintegrujme ju cez periédu T

pouzitim (4.18),(4.19),(4.17):

kde n,m =1,2..., é,.,—Kroneckerov symbol: 6, , = {

T T T
/f (t) cos (mwt) dt = /% cos (mwt) dt + Z/an cos (mwt) cos (nwt) dt +
0 0 n=17
o T
+ Z / by, cos (mwt) sin (nwt) dt
n=1 0

T

> T T
/f cos (mwt) dt = 0+Zan56n7m+0 = 5 0m
) -

T
2
Ay, = T/f cos (mwt) dt (4.21)
0

Na urcenie koeficientu b, treba vyndsobit’ (4.17) funkciou sin mwt a zintegrovat
ju cez periédu T, na urenie ag rovnicu (4.17) priamo integrujeme cez periédu

T:

by, = £ (t) sin (mwt) dt (4.22)

£t dt (4.23)

apg —



4. Nekonecné rady 47

Priklad 6| N4jdite Fourierov rozvoj funkcie:

Riesenie: Dosadenim do (4.21), (4.22), (4.23) :

T 7 T

a6 — %/f(t)dtz% /Adt+/(—A)dt —0 (4.24)
0 0 T
T

P % / £ (t) cosmwt dt = 0 (4.25)
0
T 7 T

by, = %/f(t) sinmwtdt:% /Asinmwtdt+/(—A) sinmwtdt | =
0 0 I

= _Téifw (cosmm — 1) (4.26)

Vsetky pérne ¢leny b, = 0. Dosadenim do (4.17) :
f@= 4 (sin wt + % sin 3wt + é sin bwt + > (4.27)
7r

Na obr. IV.1 si okrem pdvodnej funkcie zndzornné aj prvé dva ¢leny Fourierovho
radu a priebeh po ich zlozeni, na druhom obrdzku je suma prvych 6 ¢lenov
prislusného radu.

_.: Y44 SN\
IS — 1"
2 - 2 —
— . .
I\ o Tt
2 2 —
obr. IV.1
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4.3 Cvicenia

Integrujte pomocou radov: [ #8&dy, [ A [ -4,
0 0
J’_

. Riegenie: ¢+ x+ 3“—; + 4% +.,z+3%
&+ .. =arctgx
Pomocou Fourierovho radu rozviiite periodicku funkciu s priebehom: f (t) =
t v intervale (—m, )
Riesenie: 2y (—1)"* sinnt

n=1

Dokazte, ze vyraz pre kineticku energiu v klasickej mechanike predstavuje
prvy ¢len Taylorovho rozvoja relativistického vyrazu pre kinetickui energiu.

Pomocou rozvoja funkcie In (1 + z) v bode 0 dokazte, Ze:

1 1 1
l— 4 ——Z4 .. =In2
53 1" .



