Kapitola 3

Matice

3.1 Vlastnosti matic a determinanty

Pod maticou A typu m xn budeme rozumiet tabulku s m riadkami a n stipcami'.

a1 a2 A1n
agy A2 ... Q2

A= g (3.1)
Am1 Am2 ... Amn

Elementy a;; nazyvame prvkami matice. Matice sa rovnaji prave vtedy, ked
obsahuju rovnaké pocty stlpcov aj riadkov s rovnakymi elementami:

A(mxn):B(mxn)@aij:bij (32)

Matice mozno sc¢itavat’ a odéitavat iba vtedy, ked’ maji rovnaké pocty riadkov
aj stlpcov:

A(mxn)£B(mxn)=C(mxn) < ¢y =a; £b (3.3)

Ak matica A (m x n) obsahuje taky pocet sipcov ako matica B (n x p) riadkov,

potom existuje ich si¢in A x B = C (m X p) pricom: c¢;; = Y. aybg;. Pri
k=1

nédsobeni{ matic neplati komutativny zdkon, ako sme boli na to zvyknuti pri
operdciach s ¢islami.

Priklad 1| Majme maticu A = < ; (1) ) a maticu B = ( ? } ) . N4jdite ich

si¢in A- B, B-A:

L (21 a_ (41
Riegenie: A-B—<53>7é BA_<31> o

!Takiito maticu budeme v d’alsom texte zjednodusene oznacovat A (m x n)
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Specidlnym typom matic si §tvorcové matice, ktoré maju rovnaky pocet
riadkov aj stipcov. Dolezité a velmi ¢asto pouzivané ¢éisla, ktoré im prirad’ujeme
nazyvame determinaty. Oznacujeme ich zvislymi ”palickami” |A|. K maticiam
sa priraduju tieto ¢isla podl'a nasledovnych kritérif:

e ak ide o maticu A typu 1 x 1, potom |A| = a;;
e ak ide o maticu A typu 2 x 2, potom |A| = aj1a22 — a12a21

e vyssim stupiiom matic prirad'ujeme determinanty podl'a rekurentného vzta-

hu:

Al =det A= a; (—1)" det My = ay; (—1)" det My;  (3.4)
i=1 j=1

kde M;; je determinant Stvorcovej matice, ktord ziskame zo Stvorcovej
matice A vyskrtnutim i — teho riadku a j — teho stlpca. Vo fyzike sa
stretneme s vyuzitim determinantov pri hl'adani vektorovych stucinov:

Priklad 2| Uréte vektorovy sicin d(1,2,3) a 5(1, 1,2)

Riegenie:
. I TG 0k
axb = |a a a |=|1 2 3 |=
b, b, b, 1 1 2
_ _ 1+1 — 2 3 _ 142 — 1 3 _ 1+3 5 1 2 o
= 7(22-31)-F(1-2-3D)+k(1-1-2-1)=
= THD =T (=) + E (-1) o

3.2 Vyuzitie matic

Determinanty matic sa daji vyuzit' pri rieSenf sistav n linedrnych rovnic o n
nezndmych (z1, Za, ...Tn):

01171 + G12%2 + A13T3 + ... A1pTn = Y1

(2171 + G22%2 + A23T3 + ... A2pTp = Y2

Ap121 + ApaTa + Ap33 + ... AppTn, = UYn
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Podl'a Cramerovho pravidla tato stustava mé riesenie préve vtedy, ked’ determi-

ay; a2 ... Qipn
: az  a22 5] ‘ "
nant matice |A| = " # 0. Nezndme 1,25, ..., Vypoci-
An1  An2 Qnp
tame podla vztahu:
A
T = ‘, i=1,2,..n (3.5)
A

Matica A; vznikne nahradenfm i — teho stipca matice A stipcovou maticou Y

Y1 aix .. Y1 ... Qip

a .a
Yy — Yo - A = 21 Y2 2n
Yn apl  --- Yn ... App

Priklad 3| Néjdite prid prechadzajici zdrojom 12V.

20 1, 20
I‘
| 40
O O i
8Vv
10V
3Q 20
obr. III.1

Riesenie: Podla prvého a druhého Kirchhoffovho zakona zostavime sistavu
linedrnych rovnic:
51 +41+0, = -2
0l — 41, + 41, -2
I - I 1 — I 2 = 0

a vyriesime ju podl'a Cramerovho pravidla (3.5):

5 4 -2
0 —4 -2
4l |1 -1 0 13
I, = - -2
A 5 4 o0 28
0 —4 4
1 -1 -1

Zistili sme, ze zdrojom tecie prid 1—314, ktory mé opacny smer, ako sme predp%

2
kladali.
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Vektory sa zvy¢ajne zapisuji vo forme jednoriadkovych alebo jednostipco-
vych matic?:

X
P = (z,y,2) =1y
z

Napriklad z mechaniky vieme, 7ze pre moment hybnosti plati:

Lm Illwm + Ilgwy + Ilng
Ly = Iglwm + [ngy + Igng
L.

= [31{,(}95 + [32wy + Igng

¢o v maticovej reprezentdcii ma nasledovné elegantné vyjadrenie:

L, Iy Ly Is Wy
Ly = Iy Iy Iy Wy
L, I3y Izp Isg W,

Priklad 4| Odvodte vztah pre vypocet momentu zotrvacnosti vzhladom na
I'ubovol'ni os, ktord prechdadza bodom O podl'a obrizka II1.2.

A
r
; | .dm
r
n
(o]
obr. III.2

Riesenie: 7 obr.IIl.2 vyjadrime polohovy vektor 7 hmotného elementu dm
vzhladom na pociatok O: 7 = 7/ + 7. Z definicie momentu zotrvacnosti I
d’alej vyplyva:

1= / P dm = / (% — 1?) dm (3.6)

2Pismeno 7' nad maticou r je oznacenie pre tzv. transponovani maticu, pre ktoru r

T —
i = Tii-

Stipce sa nahradzaju riadkami a opacne.
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Ak " = (n1,n2,n3) je jednotkovy vektor v smere osi OA, potom 7| =

W =

xny + yng + znz. Okrem toho r? = 2% 4+ y? + 2% a n? + n3 + n2 = 1. Dosadenim

tychto vztahov do (3.6) :

I = I1yn3 + Ioon3 + Issn3 + 2119n1ny + 2I53n9ns3 + 2131131 (3.7)
kde:
I, = / (y2 + z2) dm Ly =1 = —/:rydm (3.8)
Ly = / (xZ + 22) dm Iyg = I3p = — /yzdm (3.9)
I3 = / (a:2 + yQ) dm I3y =13 = —/xzdm (3.10)

Veliciny I;; sa nazyvaju zlozkami tenzora momentu zotrvacnosti, ktory je sy-
metricky I;; = I;;. Na jeho urcenie staci vypocitat est zloziek. Vyraz (3.7)
vyjadrime ako si¢in matic:

3 3 Ly L ILis ny

I = ZZ T = nl,ng,ng) 121 ]22 123 No = (311)
i—1 j—1 Iy I3y Isg ng

= @lil %

Pokiisme sa o geometrickﬁ interpretaciu momentu zotrvacnosti 1. Nanesme

do T'ubovolného smeru 7 vektor s velkostou 7 Ich koncové body® 7 %

vytvoria plochu druhého stupia (3.7), tzv. elipsoid zotrva¢nosti:

3

SO Ljwa; =1 (3.12)

i=1 j=1

Suradnicovi sistavu so zac¢iatkom v bode O mozno vzdy natodit’ tak, aby orto-
gondlne osi z,y, z splynuli s hlavnymi osami elipsoidu momentu zotrvac¢nosti a
rovnica plochy elipsoidu (3.11) presla na jednoduchy tvar:

1111‘2 + [22]./2 + I332’2 =1 (313)

Pri takejto vol'be stiradnicovej stistavy nediagondlne prvky tenzora I st nulové.
Cez lubovolny bod telesa sa daji vidy viest tri navzdjom kolmé hlavné osi, ktoré
zodpovedaji hlavngm osiam elipsoidu zotrvacnosti. Ich smer mozno mnohokrat
néjst’ zo symetrie telesa. Kazd4 os symetrie telesa moze zodpovedat osi symetrie

3 5 n
v zlozkovom tvare x; = 2=
ozkovom tvare x; i
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elipsoidu a preto reprezentuje jednu z jeho hlavnych osi. Napriklad, ak tazisko
homogénneho valca stotoznime so zaciatkom siradnicového systému (bod O),
potom momenty zotrva¢nosti vzhl'adom na I'ubovolnu os kolmii k osi symetrii si
rovnaké a mozu byt hlavnymi osami (podobne ako hociktora os symetrie). Vo
valci teda existuje nekoneéne vel'a trojic hlavnych osi, ktoré su na seba kolmé.
Elipsoidom momentu zotrvacnosti homogénnej gule je gula a preto 'ubovolné
trojica navzdjom kolmych priamok prechddzajucich taziskom je hlavnymi osa-
mi. Ak telesd nevykazuji Ziadnu symetriu, potom sa diagonalizdcia tenzora I
dosahuje riesenim stustavy rovnic:

~i
&1
Il

>
&1

(3.14)

Priklad 5| Ndjdime hlavné osi stustavy hmotnych bodov A(2,—1), B(-2,1),
C(1,-2) a D(—1,2) s rovnakymi hmotnostami m = 1.

y
13
o 2
o L1
-3 2 -1 1 2 3
t t t t t t
X
-1 °
|2 o
| -3
obr. I11.3

Riesenie: Vypocitajme jednotlivé zlozky tenzora?:

o= S () mi= yimi= (1) + (1) + (-2 + (2)* = 10

=14 =14
Ly = = alyimi=—[-2-2-2-2]=8=1Iy
i=1,4
I = Z(I +z melfl()
i=1,4 i=1,4
a teda:

4Z7j:0
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Tento tenzor je nediagondlny, a my uz pohl'adom na sistavu vieme (obr.IIL3),
ktoré osi sui hlavné. Teraz ich v8ak ziskame vypoc¢tom. Dosadme I do rovnice

(3.14):
8 10 wy | Wy
a rozpisanim dostaneme sustavu rovnic

(10 = Nwy + 8w, = 0
8w, + (10 — A)wy

Il
o

Je to homogénna suistava rovnic, a nutnou podmienkou jej riesenia je nulovost’
determinantu®

‘ 10 — A 8

8 10-) ‘_0

Odtial’ dostdvame A; = 2, Ay = 18, teda dve rozne riesenia (a ich ndsobky)

(D) )

3.3 Cvicenia

N§jdite hlavné osi telesa skladajiceho sa zo §tyroch telies hmotnosti m,
M, m, M, ktoré si umiestnené vo vrcholoch obdlznika so stranami 2a a 2b.

m_ M
2b
M 2a m
obr. III.4

Riesenie: tg2p = %

%Ak by bol determinant nenulovy, stistava by mala iba trividlne riesenie, ktoré viak nem4
pre nés ziadny fyzikdlny vyznam.
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