Kapitola 5

Diferencialne rovnice-zakladny
jazyk fyziky

Typickou lohou fyziky je hl'adanie ¢asovych priebehov veli¢in spliiajicich fyzi-
kdlny zdkon, v ktorom vystupuju ich derivdcie. Pre ilustrdciu spomeiime niekol-
ko prikladov: Néjdite polohu telasa x (t) pri volnom péde z vysky h. Fyzikdlny
zékon popisujuci tento dej je Newtonov zdkon: m & = —mg. Zvy&ajne sa poza-
duje, aby hl'adané fyzikdlne veli¢iny dosahovali v ¢ase t = 0 predpisané hodnoty:
x(0) = h, @ (0) = vg. Rovnica, v ktorej vystupuje nezndma funkcia spolu so
svojimi derivdciami sa nazyva diferencidlna rovnica. Diferencidlne rovnice
mozno klasifikovat z réznych hladisk. Podl'a druhu derivicie ich rozdel'ujeme
na oby¢ajné ! a parcidlne?, podla analytického tvaru na linedrne?® a nelinedrne
a podla najvyssieho stupna derivicie na prvého, druhého az n-tého rddu. Pre
diferencidlne rovnice n-tého rédu budeme pod pociatocngmi podmienkami roz-
umiet’ hodnoty hladanej funkcie a jej derivécii az do n — 1 stupiia (vrétane)
v pociatoc¢nom case ¢ = 0. V mechanike sa vicsinou stretneme s rovnicami
2. rédu, pretoze zdkladny zdkon dynamiky-Newtonova rovnica je DR 2. rddu.
Schopnost’ spréavne riesit’ diferencidlne rovnice by preto mala patrit’ do zakladnej
matematickej vyzbroje kazdého fyzika.

.z F PRI Py . . 20 o
Lyystupuji v nej iba oby¢ajné derivécie hladanej funkcie, napr. dztéL + a% =cosT
p ., . .. ., . . P 927
2yystupuji v nej parcidlne derivdcie hladanej funkcie, napr. v%‘g)% + ‘5;5 =0
3hladand funkcia so vietkymi svojimi derivdciami sa vyskytuje iba linedrne, pricom sa nikdy

nevyskytuje ani ako suc¢in hladanej funkcie a jej derivdcii, ani ako si¢in roznych derivécif tejto
funkcie, napr. sint f — (t2 + (z,t) f=expt

4Vgeobecné riesenie DR n — tého stupna musi obsahovat n konstant, ktoré sa urcia z po-
ciatocnych podmienok.
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5.1 Diferencidlne rovnice prvého radu

5.1.1 Najjednoduchsie typy

Najjednoduchsie typy diferencidlnych rovnic maji tvar 2= g (t) a ich riesenim
je neurcity integral: z = [ g (¢t)dt

Priklad 1| Urcte rychlost a polohu telesa pri volnom pade v homogénnom
gravitacnom poli. Teleso v ¢ase t = 0 s sa nachddzalo vo vyske h a jeho rychlost

vV = 1g.

Riesenie: Ak pociatok siradnicovej ststavy umiestnime na povrch zeme, potom
podl'a Newtonovho zdkona:

my = —mg =— v:/fgdt:fgtJrcl

2

. t
T —gt+c¢ = x:/(fgt+cl)dt:fgg+clt+cz

Z pociatotnych podmienok z(0) = h, v(0) = vy uréime nezndme konstanty:
C1 = Vg, C2 = h:
2

t
$=/(—gt+61)dt:—gg+vot+h <>

Castokrét je idloha zadand vo viacrozmernom priestore. V takom pripade
najskor zostavime vektorovi rovnicu, ktori potom prepiseme do jednotlivych
rozmerov a tie samostatne rieSime.

Priklad 2| Castica sa pohybuje z bodu [0, 0] rychlostou v = ai + bxj. Najdite
jej trajektoriu.

Riesenie: Vektorovi rovnicu napiSeme v algebraickom tvare:

dx dy

at = DT
dr = adt, dy=bxdt

bx

Ve =

t2
T = at+c édy:b(at+cl)dt:>y:ba§+clt+02

Z pociatoénych podmienok z (0) = y (0) = 0 vypocitame nezndme kongtanty:
cp=c=0:
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Priklad 3| Rychlost tecenia vody v rieke narastd linedrne z nuly na krajoch, po
rychlost uy v strede rieky. Napriec¢ riekou sa pohybuje lod’, rychlostou v. Néjdite
trajektoriu lode.

Riesente: Zvolme si pociatok stradnicovej sistavy v mieste vypldvania lode,
pricom y-ové suradnica je totoznd so smerom toku rieky. Profil rychlosti vody
v rieke je zndzorneny na obr.V.1:

u

X, 2X, X
obr. V.1
a mozno ho vyjadrit’ vztahom:
U
U=y — — |z — z| (5.1)
Zo

Riegenie tlohy rozdelime na dva pripady:
1. Lod sa pohybuje od okraja po stred rieky (x < xo). Rychlost' lode v smere
osi x ostdva konstantnd v, = v = x = vt a v smere y:

d

vy = —y:@x:u—ovt
dt Zo o
1

y = UL
2330

Z pociatotnych podmienok y(0) = 0 uréime konstantu C' = 0. Na konci prvého
tiseku (t = £2) poloha lode bude:

_1U0.CL'0
2w

Yo T = To

2. Lod sa pohybuge od stredu rieky po opacny breh (x > xy). Pre rychlost vody
plati: v = 2ug — Z—g:r Postup je analogicky ako v predchddzajicom pripade,
pricom musf byt splnend podmienka y(%2) = J%0%0;

2 v
d
- 2ug — 20t
dt Zo
1 ugv 1 ugv UTo

y = 2upt — =——t> + C = 2ugt — ———1t> — =2
2 xg 2 xg v
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Lod’ sa dostane na druhy breh za cas t = 2%1, a jej nova poloha bude:

21‘0 UpTo

) -

v v

Hladang trajektéria lode je znézornend na obr. V.2.:

Uy Xy

y

obr. V.2 o

5.1.2 Diferencidlne rovnice so separovanymi alebo sepa-
rovatelnymi premennymi

Diferencidlna rovnica 1. radu z= g (x,t), v ktorej funkcia g (z,t) je sicinom
dvoch funkeif g (x,t) = f1 (z) f2 (t) sa vold rovnica so separovatelnymi premen-
nymi. Stratégia rieSenia je velmi jednoduchd. Rovnicu upravime tak, aby kazdé
strana obsahovala iba jednu premennii:

dx
L= @ RO
dx
i R0 o2

Premenné st oddelené (separované), preto hovorime, ze rovnica (5.2) je rovnicou
so separovanymi premennymi. Jej rieSenie ziskame zintegrovanim oboch strén

[ Jano
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Priklad 4| Castica sa zacala v ¢ase t = 0 pohybovat’ po priamke rychlostou
v (x) = an/x. Za aky ¢as t; sa dostane z bodu 0 do bodu z;?

Riesenie:

v(z) = z—?:aﬁ

d—x / adt
\/E

2/ = at+ec

7 pociatocnej podmienky x (0) = 0 uréime nezndme konstanty: ¢ = 0 = t; =
271 o

Priklad 5| Jeden z prvych modelov voI'ného padu bol zalozeny na predpoklade,
ze rychlost telesa je priamo-timernd prejdenej drdhe v = ks. Ukdzte, ze tento
model je teoreticky rozporny.

Riesenie: Pohybové rovnice volne padajiceho telesa bude mat podla modelu
tvar:

ds

= — ks
a "
Postupnymi tpravami

d

Z - / kdt

S

Infjs|] = kt+c g €R
|s| = eet et =AeR*t

s = A AeR

a dosadenim pociato¢nej podmienky s(0) = 0 uréime konstantu A = 0, ¢o
vedie k zdveru, ze teleso sa nepohne s = 0. Tdto skuto¢nost’ je vsak v rozpore
s experimentom a preto pouzity model je nesprévny.® o

5Mohli sme samozrejme postupovat aj ”derivacnou” metédou a uréit silu, ktors by musela
poOsobit na teleso, aby model bol spréavny.

dv d
F=ma= mo = m%(ks) = mkv

Na nepohybujtce teleso (v = 0) by pdsobila nulové sila, ¢o je v rozpore so skuto¢nostou.
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Priklad 6| Vo valcovej nddobe s prierezom S siaha kvapalina do vysky H. Urcte
Cas, za aky vytetie voda z nadoby cez otvor s prierezom s (obr.V.3)! Néjdite
taky tvar nddoby, aby hladina kvapaliny klesala s konstantnou rychlostou.

s

dh

I
I5

obr. V.3

Riesenie: Zo zékona zachovania energie pre rychlost’ vytoku kvapaliny dostane-
me Torricelliho vztah v = v/2gh. Za ¢as dt vytecie z nddoby objem dV = sv dt,
ktory sa rovnd dbytku objemu kvapaliny v nddobe: dV = —Sdh = —Sdh =
svdt. Separdciou premennych a dosadenim rychlosti v :

dh s s s
ﬁ:—g\/%dt :>2f:—§\/@t+c:—§\/@+2x/ﬁ (5.4)

Neznamu konstantu ¢ = 2v/H sme uréili z pociatotnej podmienky h (0) = H.

Kvapalina vytecie z nddoby préve vtedy, ked h =0 =t = 2%, /2£ .

Aby rychlost poklesu hladiny bola konstantna % = a, potom podla rovnice
(5.4)% musf platit:

\/ﬁ__ﬂ'ﬂ?

Priklad 7| Predpokladajme, zZe teplota vzduchu v atmosfére sa meni linedrne
z hodnoty 77 = 300 K vo vyske z; = 0m na Ty = 250 K vo vyske z5 = 10km.
Vypotitajte ¢as t, za ktory sa zvuk rozsiri z vysky z; na zemsky povrch. Pre

rychlost zvuku plati: v = /%2L (vid. kapitola 9)

SPrierez S(z) = ma?
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Priklad 8| Rozdel'me celi vysku z na infinitenzimalne elementy dz, cez ktoré
prejde zvukovd vina za ¢as

-1
22

Teplota sa v atmosfére meni linedrne: T = T + z = T1 + az. Po mengich

upravéch:
dt =
M
0
b \/ sl (1} + oz
M
|:\/ T1 —\V T1+O[ZQ:| E

dt =

dz
\/EE(T) + az)
dz
o )

o _
—

-
Il
Llw

Priklad 9| N4jdite ako narastd hribka ladu na hladine rybnika. Urcte za aky
¢as sa vytvori 10 cm vrstva adu. (obr.V.6)

Riesenie:  Predpokladajme, ze Pad vznikd na hladine jazera, kde teplota je
rovné teplote fazového prechodu t.j 0°C. Merné skupenské teplo topenia je [,
koeficient tepelnej vodivosti A a hustota vody p. V mieste, v ktorom sa menf{
voda na T'ad sa uvol'iiuje tepelnd energia d@Q = ldm = lpSdh.

[T we

VODA

obr. V.6

€Q

Toto teplo sa musi odvddzat’ cez vytvoremi vrstvu Padu podla vztahu <

AS %. Porovnanim oboch rovnic a separovanim premennych:

/ MAT |
/ hdh = =—— [ dt
lp
0
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h(t)=,/¥x/¥

Vidime, Ze hribka l'adu najskor s ¢asom prudko narastd, neskor sa vsak ndrast
spomal’uje, pretoze odvod tepla prebieha vicsou vrstvou ladu. %

Po integracii

Vysetrime pohyb v dvojrozmernom priestore:

Priklad 10| Ngjdite trajektdériu vodorovne vrhnutého telesa vo vzduchu. Odpor

prostredia je priamo timerny okamzitej rychlosti

Riesenie:
X
(o]
P
™
X
YVX
N v
mg
y
obr. V.4

Napisme pohybovi rovnicu v siradnicovej ststave zndzornenej podl'a obr.V.4:

d
maﬁzmﬁ—vﬁ

a rozpisme ju na jednotlivé zlozky:

d dvy
Mele =~V = vi = —%dt (5.5)
d dv
mevy = mg =y, = %—iv =dt (5.6)
7 Uy

Dosadenim pociatoénych podmienok v, (0) = vy, vy (0) = 0, ndjdeme jednotlivé
zlozky rychlosti:

v, = % (1 —exp (—%t)) (5.7)

Vg €XP (—%t) (5.8)

Uz
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Rovnicu trajektorie ziskame d’alsou integraciou:

=0 (i) e g = (1o ()
— =uvpexp (—— resp. — =—(1—exp|——
dt 0 exXP m P dt ¥ P m

Z pociato¢nych podmienok x (0) = y (0) = 0 uréime nezndme konstanty:

x = %vo (1 — exp (—%t)) (5.9)
y = %t — mTZ!J (1 — exp (—%2‘)) (5.10)

Rovnice (5.9) a (5.10) st parametrickym rovnicami trajektorie pohybu telesa pri
vodorovnom vrhu v odporovom prostredi. Vyjadrenie y = f(z) je znatne zlozité:

Z rovnice (5.9) urcime ¢as ¢t = —2tIn (1 — 7i=z ) a dosadime ho do (5.10):
2
y = —m—len [(1 . La:) exp (Lx>} (5.11)
Y muvgy muvgy
Posledn4 rovnica sa nazyva rovnica balistickej krivky. %

Vo fyzike sa ¢asto stretneme s pripadmi, ked’ diferencidlne rovnice si zadané
v tvare diferencidlov:

Priklad 11| Né§jdite zavislost tlaku a objemu pri adiabatickom deji.
Riesenie:  Teplo 6Q) dodané 1 molu idedlneho plynu mozno vyjadrit podla 1.

vety termodynamickej a stavovej rovnice:
0Q = pdV + C,dT (5.12)
pV = RT = pdV +dpV = RdT (5.13)

Pri adiabatickom deji je sistava tepelne izolovand 6@ = 0. Upravme tieto rovnice
a vyli¢me teplotu T :

CypdV +VCydp = —RpdV (5.14)
Zavedenim Poissonovej konstanty x = g—z a pouzitim Mayerovho vztahu C, +
R = C, separujme premenné:
dv dp
- - _X 5.15
WG = (5.15)
pV"® = konst (5.1€)
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Priklad 12| N4gjdite najvhodnejsie parametre dvojstupiiovej rakety, ktord mé

vyniest’ do vesmiru teleso s hmotnostou My = 500kg, pricom po vyhoreni paliva
mé dosiahnut’ koneénu rychlost’ v = 8km/s. Rychlost’ unikania plynu z motorov
vzhladom na raketu je u' = 2km/s. Predpokladajte, ze hmotnost kazdého stup-
ia rakety z konstrukénych dovodov predstavuje 10 percent hmotnosti paliva.

Riesenie: Najskor odvod'me pohybovi rovnicu pre raketu. Predpokladajme,
7e v ¢ase t md hmotnost M (t) a rychlost’ ¥. Vypudenim paliva s hmotnostou
dM" a rychlostou 4 sa zmensi hmotnost rakety na M — dM' a rychlost’ sa zmeni
na v + dv. (obr.V.5).

u
R M ——
dm’ v

obr. V.5
Zo zékona zachovania hmotnosti a hybnosti d’alej plati:

dM +dM' = 0
(M — dM) (7 + dv) + @dM' = Mo

Jednoduchymi ipravami, zanedbanim nekonec¢ne malého ¢lena druhého rédu
dvdM a nahradenim dM' — —dM :

v dM  _dM
Mz =(U=0) =t

kde @' je rychlost’ vytoku plynu vzhl'adom na raketu. Ide o separovatelni DR,
ktord prepiseme do algebraického tvaru:

Yamoo1 ]
ﬁiZ‘a/m)

Mo vo

a ndjdeme jej riesenie:
My
= "In — 5.17
v =g+ uln i (5.17)

Nech M; a Mj si hmotnosti paliva prvého a druhého stupria rakety. Jej pocia-
totnd hmotnost mg = My + 1,1 (M 4+ Ms) sa po zhorent prvého stupiia zmenst
nam; = My+1,1 My+0,1 M; araketa ziska rychlost' (5.17) v; = u'Iln 20, Druhy
stupeti zacne pracovat’ po odpojeni palivového zdsobnika prvého stupiia. Dalsie
zrychl'ovanie rakety sa zahajuje po nadobudnuti hmotnosti ms = My + 1,1 M,
a konéf, pri hmotnosti msz = My + 0, 1 Ms. Raketa ziska konetnu rychlost’ (5.17)

va =01 +u'In?®2 =¢'In [M} . Po tpravich
m3 mims

11 et 11 exp(4)
— ) = — =10 4
Mo <m3 m2> o (M0+0,1M2 M0+1,].M2 GXP( )
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Pociatotnd hmotnost’ rakety mg bude minimédlna, ak vyraz v zdtvorke bude
maximdlny. Z podmienok extrému vyplynie:

My +1,1M.
ME+—0,1ME = exp(2) = My = M (exp(2) — 1) /(1,1 — 0, Texp(2)) = 8800kg
a preto mg = 209400 kg, M, = 181000 kg. %

5.2 Linearne diferencidalne rovnice

Diferencidlne rovnice typu:

ay (2)y" + @y (2) Y+ g (2) Y77+ ans (2) Y0 4 ag () y = g (2)
(5.18)

kde a; (z) su funkcie, nazyvame linedrne diferencidlne rovnice n — tého rédu.
Ak jej pravd strana je nulovd g (z) = 0, diferencidlna rovnica je homogénna,
v opacnom pripade je nehomogénna. Ak funkcie a; si konstanty, hovorime
o linedrnych diferencidlnych rovniciach s konstantnymi koeficientami. Napriek
svojej jednoduchosti st vo fyzike vel'mi casté”. Zakladné vlastnosti linedrnych
diferencidlnych rovnic odvodime z dvoch nasledovnych viet a ich dosledkov:

e Veta. 1 (Cauchyho veta): Linedrna diferencidlna rovnica s dangmi pocia-
toéngmi podmienkami ma jednoznacné rieSenie t.j. rieSenie existuje a je
prdve jedno.

o Veta 2: Nech y; a yo si rieSeniami diferencidlnej rovnice (5.18) s roz-
nymi pravgmi stranami g1 (x), g2 (z), potom ich linedrna kombindciou
Yy = cy1 + coyp je tieZ rieSendm linedrnej DR (5.18) s pravou stranou

g(x) = c1g1 (z) + 292 (7).

Pozndmka: Toto tvrdenie tzko sivisf s princfpom superpozicie, s ktorym sa
stretdvame v mnohych fyzikdnych disciplinach. Uved'me aspon niekolko zné-
mych prikladov. Ak sila F} vyvold kmity s vychylkou y; a sila Fy kmity s vy-
chylkou ¥, z experimentov vieme, Ze vyslednd sila F' = F} 4+ F, vyvold kmity
s vychylkou y = v, +1°. Podobne, ak ndboj @Q; vytvorf elektrické pole s intenzi-
tou F{ a néaboj Qs elektrické pole s intenzitou E_'; , z experimentov opét vyplyva,

"Explicitna zavislost koeficientov a; na ¢ase by sa dala chépat’ ako zdvislost danej rovnice,
t.j. fyzikdlneho zdkona, na case. Fyzikdlny zdkon by mal byt platny v kazdom case (dnes,
zajtra, o niekol’ko rokov).

8Predpokladame, ze sily ol Il F
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7e naboj @ + Q2 vytvori elektrické pole s intenzitou E = lf_Tl) —}—E; . To st v8ak
vlastnosti, ktorymi sa vyznacuju iba linedrne rovnice. Ak je princip superpo-
zicie experimentdlne zaruceny, musia byt prislusné javy popisané linedrnymi
dif. rovnicami. Princip superpozicie v elektrodynamike vyplyva z linedrnosti
Maxwelovych rovnic, princip superpozicie v kvantovej mechanike z linedrnosti
Schrodingerovej rovnice.

Dosledok 1: (dosledok pre homogénnu linedrnu DR g () = 0). Ak y; a yo
s rieseniami homogénnej diferencidlnej rovnice, potom ich linedrna kombindcia
Y = c1y1 + coyo Je tieZ rieSenim tejto rovnice.

Dosledok 2: Ak yy, je riesenim homogénnej rovnice a y, je riesenim tej istej
dif. rovnice s pravou stranou g (), potom ich sicet y = yn + y, je vSeobecngm
riesenim linedrnej dif. rovnice s pravou stranou.

PodTa tohto dosledku je moznd nasledovna stratégia riesenia DR: Ak ndjdeme
jedno riesenie danej nehomogénnej rovnice y, potom staci vyriesit’ prislusni
homogénnu rovnicu a jej vSeobecné rieenie y, pripo¢itame k y,. Cauchyho veta
ndam zase zabezpec€uje, ze uz iné rie$enie neexistuje.

Partikuldrne rieSenia y, sa nau¢ime hl'adat’ tromi metédami : varidciou kon-
$tdnt, metédou neurcitych koeficientov a prechodom do komplexnej roviny.

5.2.1 Linedrne diferencidlne rovnice prvého radu

Vseobecny tvar takejto DR je: a; (z)y' +ao (z) y = g (x) . Ak a; (z) # 0 potom:

J 1Py = Q) (519)
kde P (z) = Z?Eg, (z) = (fl((”;)). Rovnicu budeme riesit’ v dvoch krokoch:

i) najskor vyriesime homogénnu rovnicu metédou separdcie premennych:

y+P@@y = 0 (5.20)
% = —/P(x)dx (5.21)
yn = Aexp (—/P(x)dx> (5.22)

1t) Na hl'adanie partikuldrneho riegenia pouzijeme metédu varidcie konstént,
s ktorou sa podrobnejsie zozndmime v d’alsej kapitole. Zakladnd myslienka
spotiva v tom, Ze konstantu A v homogennom riesent (5.22) zamenime za
funkciu A(z), cize:

y = A(z)exp ( / P (z) dx) (5.23)
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Dosadenim do (5.19) po upravach:

A (@) exp < dm)

Q(x)

P(z)dz + Ce—f P(z)dz (524)

I
—
@
('b

iy
]
&
IS
3)
&
8
—_

Méme Ly = 1m kvalitného gumového lana - tak kvalitného, ze sa
vsade natahuje rovnako. Jeho lavy koniec A je pevne uchyteny a pravy koniec
sa za¢ne od urc¢itého okamihu pohybovat rychlostou vg = 10m/s. V tom istom
okamihu za¢ne liezt’ mucha z bodu A po lane rychlostou v, = 1m/s (vodi lanu).
Dolezie mucha do bodu B? Ak dno, kedy?

Riesenie:

| O
©
B

|4

Rychlost I'ubovolného miesta x linedrne stipa z nulovej hodnoty v bode A
na hodnotu vg v mieste B :

(2) = —2
V\T) = ————T
L0+UBt

Rychlost muchy v bode z:

. UB
V=r= —————x 4+ v, 5.25
L() +vpt ( )
Dostali sme nehomogénnu linedrnu diferencidlnu rovnicu, ktori vyriesime v dvoch
krokoch. Najskor ndjdeme homogénne riesenie. Po separdcii premennych:

dr UB

— = —dt 5.26

T / LO + vpt ( )
Injz] = In|Ly+ vgt| +1n|c| (5.27)

x ¢ (Lo + vpt) (5.28)
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V dalsej ¢asti sa na konstantu ¢ budeme pozerat’ ako na funkciu c(t):

x = c(t)(Lo+vgpt) (5.29)
.Ci? = ¢ (L() + ’UBt) +c (t) UB (530)
Dosadenim do (5.25) a tpravami :

Um

b= (5.31)
c(t) = Z—:ln|L0+vBt|+K (5.32)
ziskame vSeobecné riesenie:
z(t) = Z—’; In |Lo + vpt| (Lo + vpt) + K (Lo + vpt) (5.33)
Kongtantu K uréfme z pociatocnej podmienky z (0) = 0 = K = —2=1In|Lo|.

Mucha dosiahne koniec lana vtedy, ked
z(t) = Lo+ vpt
7 ¢oho pre c¢as t vyplyva:

_ifooz) 1

B <>

Priklad 14| Za aky cas sa teleso zohriate na Ty = 100°C ochladf na 25°C, ked
sa za 10 mimit ochladilo na 60°C? V miestnosti je udrziavand konstantns tep-
lota T, = 20°C. Predpokladajte, ze rychlost ochladzovania je imernd rozdielu
teplot!

Riesenie: Podla predpokladov tlohy :
T= k[T, — T (t)] =T +kT (t) = kT, (5.34)
Pomocou homogénneho riesenia T}, = A exp (—kt) ndjdeme vieobecné
T ="Tn,+ (To — T,,) exp (—kt)

Po dosadeni zadanych hodnot zistime, Ze teleso sa ochladi za t = 40 min . &
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5.2.2 Linedrne diferencidlne rovnice vys$sich rddov

Homogénne lindrne diferencidlne rovnice s konstantnymi koeficienta-
mi

Budeme sa zaoberat rovnicami druhého réadu:

Y't+ay +by=0 (5.35)
Riesenie hl'adajme v tvare

y = Aexp (ax) (5.36)
Dovodov je niekol’ko:

i) podla Cauchyho vety o jednozna¢nosti, ak ndjdeme akymkol'vek regulér-
nym spdsobom riesenie (s danou pociatoénou podmienkou), potom uz iné
neexistuje. NaSa stratégia je zaloZend na tipovani. Ak nds tip na rieSenie
(5.35) nevyjde, skusime iny

i) derivdcia exponencidlnej funkcie je opiit’ exponencidla, a preto kazdy ¢len
rovnice ju bude obsahovat. DR sa zmenia na algebraické, ktoré uz riesit
vieme.

Skuto¢ne, po dosadeni (5.36) do (5.35):
a®+aa+b=0 (5.37)
pricom

/73
Qg = —afvae—4b (5.38)
’ 2
Algebraicku rovnicu (5.37) nazyvame charakteristickou. Tvar vieobecného rie-
Senia zdvisf od povahy korenov ;. Mozu nastat tri pripady, ktoré samostatne
vySetrime:
PRIPAD 1. Oba korene charakteristickej rovnice (5.37) st redlne, t.j a2 —
4b > 0 potom dosadenim do (5.36) a vyuzitim principu superpozicie vieobecné
rieSenie mé tvar:

—a+VaZ—4
a—i—+b (5.39)

a? — 4b }
x

—a —
x} —Q—chxp{ 5

y—01€XP{

Priklad 15| Vyrieste ' — ¢ — 2y = 0 s pociatotnou podmienkou: y (0) = 3,

¥ (0)=0

64 Radoslav Bohm, Martin Klimo: Matematické metddy vo fyzike

Riesenie:  Charakteristickd rovnica o> — a — 2 = 0 m4 korefi oy = 2, o =
—1:y=cjexp(2z) + cpexp (—x) . Dosadenim pociatotnych podmienok ¢; = 1
acy=2:

y = exp (2z) + 2exp (—x) %

PRIPAD 2. Charakteristickd rovnica (5.37) m4 dvojndsobny kore a; o =
—42, to znamend: a® — 4b = 0 a riesenie (5.36) by mohlo byt

—ciexp (~50)
Y = 1 exp 2:c

T vsak treba urcit z dvoch nezdvislych pociatoénych podmienok, ¢o vo vse-
obecnosti nie je mozné.

Priklad 16| Vyrieste DR y"'—4y'+4y = 0 s pociatotnymi podmienkami: y (0) =
2,y'(0)=3

Riesenie: Charakteristickd rovnica a? —4a+4 = 0 m4d koreii oy 5 = 2 a rieenie
y = crexp (2z). Z prvej pociatotnej podmienky dostaneme ¢; = 2 z druh<eg
c = % ¢o nemozno splnit’ sticastne.

Netuspech v predchddzajiicom priklade bol sposobené tym, Ze rieSenie nie je
iplné, potrebujem ndjst jeho ”druhi cast”. Pouzime metédu varidcie konstént
a na konstantu A za¢nime hladiet’ ako na funkciu. Dosadenim (5.36) do (5.35)
a postupnym preskupenim c¢lenov :

A'+ARa+a)+Ale®+aa+b] =0 (5.40)

Obe zédtvorky sd nulové a A" = 0 = A = ¢; + cox. VSeobecné riesenie(5.36)
bude mat tvar :

Yy = ¢ exp (—%r) + cor exp (—gl‘) (5.41)

Tento poznatok zovieobecnime do nasledovnej vety:
Veta. Ak « je m — nasobngm koreriom rovnice (5.18), potom okrem fun-
kcie exp (ax) su rieseniami danej rovnice aj funkcie xexp (ax), x?exp (ax),

@™ Lexp (ax) a vieobecné riesenie je ich linedrnou kombindciou:

y = crexp (ax) + cxzexp (ax) + ... + cpr™ Lexp (o)

Pouzitie vety ukdzme v nasledovnom priklade:

Priklad 17| N§jdite vSeobecné riesenie y" = 0

Riesenie:  Charakteristickd rovnica vedie k trojndsobnému koreiiu o = 0 a
podl'a vety vieobecné riesenie bude mat’ tvar: y = ¢; + cox + c32? %



5. Diferencidlne rovnice-zdkladny jazyk fyziky 65

PRIPAD 3. Korene charakteristickej rovnice nie st redlne, t.j. a® —4b < 0
Pre charakteristicky koren dostaneme:

—at+/a2—4 /4b — a2
012:M:7g:&i#:77:&i5 (5.42)

y =cyexp [(—y +16) z] + caexp [(—y — i6) z] (5.43)

Tento vysledok je na prvy pohlad neprehl'adny a preto ho upravme. Vyuzitim
Eulerovho vztah:

y = exp(—x)[er (cosdz + isindx) + ¢o (cos dx — isindx)] =
= exp(—yz) [Acosbéx + Bsin dz] (5.44)

kde A = (¢1 + ) a B = i(c; — ¢3), ktoré st vo vSeobecnosti komplexné. Ak
st pociatoéné podmienky redlne, ¢o je pripad vsetkych fyzikalnych tloh, potom
aj kongtanty A, B s redlne.” Rovnicu (5.44) mozno za tohto predpokladu dalej
upravit:

A B .
y = exp(—vyz)VA%2+ B? <\/ﬁ cos 6z + \/ﬁ sin 61:)

y = Dexp(—vx) (cospcosdz + sin psin dx) (5.45)

kde \/W =cosy, \/m =sinp a /A2 + B2 = D. Zo sic¢tovych vzorcov?

y = Dexp (—vz) cos (b — @) (5.46)
Mali by sme si zvyknit na vietky tri zapisy vSeobecného rieenia (5.44), (5.45),
(5.46), pretoze sa v praxi Casto vyskytuju.

Priklad 18| Vysetrite pohyb tlmeného oscildtora bez vynucujicej sily

Riesenie: Pohybové rovnica mé tvar : m @ +v r +kx = 0. Zavedenfm premen-
nych wy = \/% a A = 5L ndjdeme charakteristické korene:

Q19 = == \/)\2 —wg

Budeme rozoznévat’ tri pripady:

9Nech y (0) = Re; potom cj + ¢ = Rej . Z druhej pociatoénej podmienky y' (0) = Res
vyplyva —v (1 + ¢2) + 16 (c1 — ¢2) = Reo . Konstanty ¢; a ¢ st komplexne zdruzené, pretoze
ich stcet je rydzo redlny a rozdiel rydzo imagindrny.

cos ¢ cos b + sin ¢ sin 6z = cos (6 — ¢)
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PRIPAD 1: Oba korene charakteristickej rovnice st redlne: A? — w? > 0.
Ide o silné tlmenie a pre vychylky platf :

= o[ (3 F) | o (a- ) e

Hodnoty konstant A, B sa urcia z pociatoénych podmienok. Ak predpokladdme,
7e obe ¢isla A, B s kladné, potom rychlost v je zéporna!!

dx
’U:E:eXp(_)‘t) |:Aa1exp <Mt>+Bagexp <_ 22— 0 >] <0
(5.48)

a vychylka monoténne klesd  — 0 (obr. V.7).

X

obr. V.7

K rovnakému vysledku by sme prisli, ak by obe konstanty A, B boli zdporné.
Na zdver predpokladajme, Ze konstanty A, B majui opatné znamienka. Potom
podla rovnice (5.47) teleso prechddza cez rovnovéznu polohu x = 0 iba v jedi-
nom case tg:

1 B
t=ty= —F——==In—— ). 5.49
N w3 ! < A> (5:49)
a zastavi sa (v =% = 0) tiez iba v jedinom case t, :
1 B(-A+ 3 =u})
t=t = (5.50)

e AR

Porovnanim oboch vyrazov t; < t; je zrejmé, Ze rychlost zmeni znamienko iba
raz.

Zaver:

—Ak x < 0 v case t < tg, potom x > 0 v dase t > ty. Vichylka stile stipa
a teleso sa zastavi v case t = t1, potom uz len klesd (x > 0) a limitne sa blizi
k rovnovaznej polohe (obr. V.8).

Haq, g <0
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obr. V_8

— Ak © >0 v cast t < tg potom x < 0 v case t > ty. Vychylka klesd, v case
t = t1 sa teleso zastavi a zacne sa limitne bliZit do rovnovdznej polohy. Pohyb
v oboch pripadoch je aperiodicky

PRIPAD 2: Charakteristickd rovnica mé dvojndsobny korei: \* — w2=0
x = ¢y exp (a1t) + cat exp (aqt) . Diskusia ddva podobné vysledky ako v predché-
dzajicom pripade. Stadf si uvedomit, ze podla L'Hospitalovho pravidla:

tlim [texp (=At)] =0
Pohyb je opit aperiodicky. Hovorime, 7Ze sa jednd o kritické tlmenie.
PRIPAD 3: Charakteristicks rovnica ma komplexné korene: \? — w2 < 0.

Ide o periodicky pohyb a vieobecné riesenia napiseme vo vsetkych troch tvaroch
(5.44), (5.45), (5.46):

x

c1 exp agt 4 coexp ast =

exp (—At) {A cos \/wZ — A\?t + Bsin\/w? — )\24 =
Dexp (= \t) [COS (\/wg — Mt — (p)] (5.51)

Hoci funkcia z (t) je neperiodickd, mé zmysel hovorit’ o periéde, pretoze lokal-
ne maximd a minimé sa periodicky opakuji s periédou w = \/w? — A T4

sa 1fsi od periédy vlastnych kmitov oscildtora wy = \/% . Podobne m4 zmysel
hovorit’ o amlitide, ak pod tiou rozumieme absolitnu hodnotu funkcie v lokdl-
nych extrémoch. Amplitida potom exponencidlne klesd: D exp (—At) (obr.V.9).
Konstanty ur¢ime z pociato¢nych podmienok
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V sklenenej trgbici kongtantného prierezu je kvapalina s hustotou
p, s dlzkou kvapalinového stlpca ! (obr.V.10) Po vychylen{ stipca z rovnovaznej
polohy o [y zaéne kmitat. Zanedbajte trecie a kapilarne sily a vypocitajte ¢asovy
priebeh tejto vychylky.

obr. V.10

Riesenie: Kmitavy pohyb sposobuje sila, ktora sa rovnd hydrostatickej tlakovej
sile

S (h1 = h2) pg = Spg (ysina + ysin 3)

Je orientovand proti vychyleniu kvapaliny a pohybové rovnica nadobudne tvar:

d*y . .
meos = —Sgpy (sina + sin )
Ked’ze hmotnost’ kvapaliny m = Spl :
d? h
d_tg =-7 (sina +sin3) y

¢o je DR harmonickych kmitov. Vysledni vychylku zapiSeme v tvare (5.46)

Y = ¢1 COS (\/%(sina—o—sinﬁ)t—l—(‘i)

Po dosadeni pociatoénych podmienok y(0) = Iy, §(0) = 0:

y = lo cos <\/%(Sina+sinﬂ)t> o

Priklad 20| Teleso s hmotnostou m je pripevnené na pruzindch s tuhostami k4
a ky. V case t = 0s sme ho vychylili z rovnovdznej polohy do vzdialenosti [g.

N4jdite jeho polohu v 'ubovolnom case.

Riegenie:
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X

—_—

Nech je teleso v ¢ase t vychylené z rovnovaznej polohy o vzdialenost’ x. Po-
hybova rovnica bude mat tvar:

mr = *k‘lx — k‘gw = — (k‘l + ICQ)IE

¢o vedie k riegeniu z = Asin (1 / klm;k?t + gp). Dosadenim pociato¢nych podmie-

nok z (0) = ly, £(0) = 0 ndjdeme polohu telesa v T'ubovolnom ¢ase:

x = lpsin (Uk1+k2t+2>
m 2 o

Znizovanie radu diferencidlnych rovnic

Diferenciédlne rovnice nizsich rddov sa mnohokrat I'ahsie riesia a preto DR vyssich
rddov sa vhodnymi substitiiciami na ne prevdadzaju.

Priklad 21| Vysetrite rychlost’ telesa pri vol'nom pade v odporujicom prostre-
di.

Riesenie: Pri malych rychlostiach je odporova sila timernd prvej mocnine v, pri
vel'kych rychlostiach jej druhej mocnine. Délezitou ¢astou rieSenia iloh z dyna-
miky je spravne zostavenie pohybovych rovnic. Rovnice st zdvislé od volby a
orientécie osi stradnicového systému. Uvazujme o dvoch sustavich s opa¢nymi
orientdciami osi y (obr.V.11) a zostavme pohybové rovnice pre padajice ako aj
vrhnuté teleso smerom nahor

Sustava 1 Sustava 2

obr. V.11
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’}7)0 =V pad nadol vrh nahor

Stistava ¢.1 mx=+mg—~yx mT=+mg—y 7T

Stustava ¢.2 mI=—mg—~yT MI=—mg—-yT

‘Fg = y? pad nadol vrh nahor

Sustava &.1 m 1= +mg —yw? m x= +mg + yv?

Stistava ¢.2 m = —mg +yv*> m 2= —mg — v*

Odporova sila je vzdy opatne orientovand, ako vektor rychlosti. V druhom pri-
pade je vyraz yv? > 0 a preto spréavnu orientéciu odporovej sily musime ,,umelo
dorédbat,, podla aktudlnej situdcie. Volny pédd telesa vysetrime v sturadnicovom
systéme 2:

m 2= —mg + v* (5.52)

Fyzikédlna intuicia ndm hovori, ze teleso najskor za¢ne prudko zvysovat rychlost
v, ¢o méd za ndsledok zvicsovanie odporovej sily. Té& sa postupne vyrovnédva
s tiazovou, az nastane ich rovnovdha. V tomto okamihu teleso dosiahne hraniéni
rychlost’ vy, pre ktord plati:
_0— 2 _
mzr=0=—mg+yvy, = 7—7
%

Dosadenim do (5.52), zavedenim substitiicie z=v a postupnymi tipravami:

dv g

= = _U_z (v,% — 1)2) (5.53)
v d t

v g
- = —= [ dt 5.54
/ vi —v? v7 (5-54)

0
1

B P (5.55)

20, v —v vy,

1 — exp (~2gt/v3)
—,
T+ exp (—29t/0r)

voo= (5.56)
Analyzujme pohyb v limitnych pripadoch: Na zaciatku je rychlost v < v, =
2gt < vy a pri rozvoji exponenty v rovnici (5.56) sa staci ohranicit’ iba prvymi
dvomi ¢lenmi:

2gt

exp (—2gt/vg) = 1 — . (5.57)
k
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Spétnym dosadenim do (5.53) v = —gt. Vysledok mozno interpretovat’ tak, ze
v zatiatotnom §tddiu teleso padd volnym pddom a odpor vzduchu nezohriva
takmer ziadnu tlohu. Pri dal'som zvySovani rychlosti, tiloha odporovej sily na-
rastd a v oblasti kritickej rychlosti vy < 2¢t z rovnice (5.56):

v 1 —exp(—2gt/ux)
o L+ exp (—2gt/vy)
2 exp (~2gt/)

= ~ 2 —2gt 5.58
1+ exp (—2gt/vi) exp (=29t/vk) (5.58)

Zo sktsenosti vieme, ze kritickd rychlost’ parasutistu bez otvoreného paddka je
vp = 502 Ak ju dosadime do (5.58) zistime, ze po uplynuti ¢ = 10s teleso
ziska rychlost), ktord sa nepatrne 1§ od kritickej: vy — v = 2m/s . Zavislost’ je
zndzornend na obr.V.12

2 4 6 8 10 12 14

Y I Y I

10 — thsl

20 7

40 —

Yk
60 —|

-v [mi/s]

obr. V.12

Kriticka rychlost’ s otvorenym paddkom je podstatne nizsia vy =~ 10%. Pa-
rasutista po otvoreni padaku pocituje prudky néraz, pretoze za kratky cas jeho
rychlost poklesne z hodnoty 50m/s na 10m/s. ¢

5.2.3 Linedrne nehomogénne DR. s konstantnymi koefi-
cientami

Linedrne nehomogénne DR budeme riesit’ podl'a nasledovného navodu:

i) najdeme homogénne riesenie DR yj,

- varidcia konstént
- metéda neurcitych
i) ndjdeme partikuldrne riesenie y, jednou z met6d koeficientov

- prechod do komplexnej

roviny
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iti) vseobecné riesenie nehomogénnej rovnice dostaneme séitanim y = yj, + v,
iv) nezname konstanty uréime z pociatoénych podmienok.
Homogénne riesenie y;, najdeme podla predchddzajicej kapitoly. Ostdva ndm

zvlddnut’ techniku hl'adania partikuldrnych riesenf y,,.

5.2.4 Metédy hladania partikuldarnych rieseni
Metéda varidcie konstant

Na hl'adanie riesenia diferencidlnej rovnice 2. rddu s pravou stranou mozeme
pouzit’ Lagrangeovu metédu varidcie konstant. Ukdzeme si ju na diferencidlnej
rovnice druhého stupna:

y'+ay +by = g(z) (5.59)

Vseobecné riesenie y sa konstruuje z linedrne nezévislych rieseni{ 1y, y» homo-
génej DR: y = c1y1 + coys, pricom konstanty c¢; a ¢; zamenime na funkcie t.j.

y=ci(v)y1 +c2(z) ya (5.60)
Po zderivovani podl'a premennej x:
Y =yt ayh + e+ ey (5.61)
Pri dalsich ipraviach budeme predpokladat, ze
Ayt + ey =0 (5.62)
Dovodov je hned’ niekol’ko:

1) Ak dosadime prislusné y' a 3" do (5.59) ziskame iba jednu rovnicu, z ktorej
nedokézeme urcit’ obe funkcie ¢1 () a ¢y (z) . Na ich ndjdenie potrebujeme
mat’ priave dve nezdvislé rovnice.

ii) Ak by sme nezvolili predpoklad (5.62), druhd derivédcia y" bude obsaho-
vat’ aj druhé derivdcie ¢}, ¢; a po ich dosadeni do (5.59) by sme ziskali
diferencidlnu rovnicu druhého radu pre c¢; a co, ktori nevieme riegit.

Predpoklad (5.62) zatial’ povazujme iba za podmieneny, nemame ziadnu z&-
ruku, ¢i ho dokdzeme splnit. Ak sa ndm to podari, nasli sme vseobecny recept
na hladanie rieseni DR (pretoZe veta o jednozna¢nosti nepripusta iné riesenie),
ak budeme mat’ ”smolu” a nepodarf sa ndm to, vymyslime inud stratégiu. Zderi-
vujme y' :
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y' =i+ ayr + s + ey (5.63)

Po dosadeni do (5.59) s predpokladom (5.62) a mensich tpravich:

Yy + b+ er (Y + ayy +byr) + co (v5 + aysy + bye) = g (2) (5.64)

Koeficienty pri ¢; a cp sa rovnaji nule, pretoze y; a ys su rieSeniami rovnice bez
pravej strany. Dostdvame jednoduchy vztah:

Y+ cyy = g () (5.65)

ktory spolu s (5.62) poskytuju ststavu linedrnych rovnic na urcenie ¢; a cz.
Kedze y;, a y2 su linedrne nezavislé, determinant sistavy rovnic:

Y1 Y2
. 0 5.66
‘ Y1 Yo 7 ( )
a rieSenie existuje:
| W | W
= WI Cy = W2 (567)

kde W, Wy, W5 st determinanty suistavy a W nazyvame Wronskidn:

0 » y 0 ‘Z/l Y2
Wy = 2| W, = | Y W= | oY 5.68
! ‘g(r) 7 ‘yl g () Vi (5.68)
Integrdciou (5.67)
W-
¢ z/%dx a ¢y = #dm (5.69)

Z uvedeného vyplyva, ze rovnicu (5.62), ktord bola doteraz iba podmienens,
dokézeme splnit’ ak W # 0. Vtedy su funkcie 1, y» linedrne nezdvislé a tvoria
tzv. fundamentslny systém?'2.

Priklad 22| Vyrieste DR ¢" +y = _Coslsz~

12Wronskidn W je dolezitym kritériom linedrnej zévislosti, resp. linedrnej nezévislosti riesent

1 Y2 . .. .y Y,
y‘ y‘ = y1yh — 29} = 0 potom integrdciou rovnice £ = 4
yl y2 Y2 Y1
dostaneme yo = Cy; ¢o vyjadruje linedrnu zavislost’ oboch riegent.

Y1, Y2. Skutocne, ak W =
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Riesenie: Najskor ndjdeme homogéne riesenie: y; = cosx a y, = sin . Metédou
varidcie konstant pomocou vztahu (5.69) ndjdeme vSeobecné riesenie:

W = y‘l y? N | (5.70)
Y1 Yy —sinx coszx
0 0 sinz sin
W, = | ] =—— (5.71)
9(x) y» oSz CoszT cos’ x
vy O cos T 0 1
Wy, = = . = 5.72
? RAC) ’ —sinz 7 | cos’a (5.72)
Wi sin & sin 1
“ w cos® “ / cosPz " 2cos?x + (5.73)
\ Wy 1 1
62 = W = m :>02:/CO82xdz:tanm+B (574)
Dosadenim do (5.60)
. 1 .
y= Acosz + Bsinx — +sinztanx
2cosx &

Pozndmka: Pre fundamentédlny systém plati dolezity vztiah, ktory si odvodi-
me. Nech funkcie y; a y, si homogénnymi rieseniami DR:

yita(@)y +b(z)y =0 Yot a(r)y, +b(x)y2 =0
Vynédsobme prvi rovnicu funkciou y,, druhi funkciou y; a odéitajme ich od seba:
Y1Ys — Yoy1 + a () [ylyé - yzyﬂ =0 (5.75)

V rovnici (5.75) vyuzijeme identitu:

d d
Y — vy =+ [Y1vh — yayi] = =W

a vyraz upravime':

M+a(1‘)W =0

N W o= Chexp < / a(z)dx) (5.76)

BW je Wronskidn W = ’ U1 y? = [y1y§ — y2y‘1]

Vi Yo
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Tento vztah ocenime v pripadoch, ked zo struktiry rovnice dokdzeme uhddnut’
iba jedno partikuldrne riesenie y,. Vtedy staci pouzit’ rovnicu'4(5.76):

my — g = Chrexp ( / —a(m)dz)
% (&) — Cyexp ( / o (z) dm)
i = Cl+02/y;2 [exp (/—a(x)dxﬂ dz
y = Cipn+Coyn / yp [exp (— / a(r) dxﬂ da

7 ¢oho pre hladani funkciu y = ys :

P [ / Y2 [exp < / o (2) dzﬂ dx] (5.77)

Priklad 23| N&jdite fundamentalny systém pre rovnicu y"' + ay' + by = 0, ked’
a’? —4b=0.

Riesenie: S touto rovnicou sme sa uz stretli. Ak budeme hladat’ riesene
v tvare: Aexp (az), charakteristickd rovnica bude mat dvojndsobny koreti a
Y1 = exp (—%x) . Druhé riesenie y» uréime zo vztahu (5.77):

o (-22) [ o oo [ o) ]

a
Yo = T exp (f§x> o

Y2

K rovnakému vysledku sme sa dopracovali pri pouziti metédy varidcie kon-
stant.
Priklad 24| Najdite partikularne riesenie Eulerovej rovnice z # 0, ked (py — 1)~
4q0 =0
2,1

7y +pory +qy = 0 (5.78)

1 1
Y'+po=y +—=qy = 0 (5.79)
X xT

HZvolme yo =y .
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Riesenie: Stadi si uvedomit, ze pri derivovani funkcie 2* sa mocnitel’ znizuje

o jednicku a preto jedno partikuldrne riesenie bude mat’ tvar:

y=a"

Po dosadeni do DR dostaneme kvadratickd rovnicu:
M+ (po—1)A+q=0

s korerimi:

Ma= =3 (m—1) % ¢ fm =17 =

Ak (po — 1)274(]0 = 0 kvadratickd rovnica ma dvojnasobny koreii y; = 2301,
Jeho dosadenim do (5.77) uréime druhé riesenie :

Yo = g3 {/ xPo~1) {exp (/ —@dac)} dx} =g 3Dy o
T

Metéda neurcitych koeficientov

Metéda varidcie konstant je dobrd stratégia na riesenie diferencidlnych rovnic, ale
vzhl'adom na jej pracnost’ a ¢asovi ndrocnost nepatri medzi vel'mi oblibené. Po-
kial to 8pecificky tvar pravej strany DR umoziiuje, pouziva sa ovela efektivnejsia
metéda tzv. metdda neurcitych koeficientov, zalozend na principe superpozicie.
Ak totiz funkcia z, () je konkrétnym riesenim nehomogénnej LDR a x, (t) je
vieobecnym riesenim homogénnej rovnice, potom ich sucet z = z, () + zp, (t) je
vSeobecnym riesenim danej nehomogénnej rovnice. Partikuldrne riesenie v §pe-
cidlnych pripadoch (ked’ na pravej strane rovnice je konstanta, exponencidlna
funkcia, trigonometricka funkcia, resp. ich kombindcie) navrhneme tak, aby ma-
lo rovnaky tvar, ako pravd strana g (t) az na koeficienty, ktoré uréime po jeho
dosadeni do DR.

Prava strana KONSTANTA: g (t) = const

Partikuldrne riesenie zvolime v tvare z, (t) = ct™, kde m je najnizsia derivé-
cia vyskytujuca sa v rovnici. Dovod je jednoduchy, m-t4 derivacia funkcie x, (t)
vytvori kongtantu, ktord sa musi rovnat’ konstante g (¢) na pravej strane rovni-
ce. Vsetky vyssie derivdcie ako m — tého rddu daji nulu a nebudd prispievat
k urceniu nezndmeho koeficienta c.

Priklad 25| Néjdite polohu telesa x (t) pri volnom péde v odporovom prostredi
s podiatotnymi podmienkami z(0) = H,£(0) =0
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Riegenie: Sposobu zostavenie pohybovej rovnice sme sa uz venovali:

mr = —mg—~7x (5.80)
mz+yzr = —mg (5.81)

Najnizsia derivdcia na l'avej strane je prvé a preto partikuldrne riesenie x, = At'.
Dosadenim do (5.80) dostaneme

YA=—-mg = A= -9 = I,= -9y (5.82)
v

Y

Pripocitanim vseobecného riesenia homogénnej rovnice:
m
2 (t) =2y +2n = =2t + 1+ crexp (—lt) (5.83)
Y m

Po dosadent pociatotnych podmienok:

m2
2(t)=H+ 2y [1 ~exp (—lt)} 9, (5.84)
72 Y
Skisme urobit’ limitny prechod v — 0, ¢o by zodpovedalo volnému pédu v ne-
odporovom prostredi. Druhy a tret{ ¢len rovnice vyjadrime pomocou parametra
B = L a vypocitajme jeho limitu podla L'Hospitalovho pravidla:

1-— —pt)| — Bt t —pt) —t
i e B =B e (A =t
B0 Jé; B—0 23
— Yim t(exp (—p0t) — 1) _ _9p
2 B—0 I6) 2
Je teda zrejmé, ze
2
limz(t) = lim [H + m—g {1 — exp (fltﬂ - @t]
=0 =0 72 v
9,2
= H— =t
2
Vysledok zodpovedd volnému padu v bezodporovom prostredi. %

Ohybna retiazka dizky [ je prevesend cez stol (obr.V.13). Vplyvom
vlastnej tiaze sa zacne pohybovat. Néjdite ako sa bude menit’ dizka previsnutej
casti z (t), ak v ¢ase t = 0 visela zo stola dizka ;. Najskor uvazujte pohyb bez
trenia a potom s trenim.

78 Radoslav Bohm, Martin Klimo: Matematické metddy vo fyzike

IS ST IIIIIIIFITINIIIIIE\)

obr. V.13

Riesenie: Nech dizka visiacej casti je , potom na celd retiazku s hmotnostou
m posobf tizova sila G = Fmg. Podl'a Newtonovho zdkona m = 7myg ¢o vedie

k rieSeniu x = c;exp (\/ t) + ¢y exp (—\/ t) . Dosadenim pociato¢nych

podmienok z (0) = Iy, x (0) = 0 pre dizku previsnutej casti = dostaneme:

x :%0 [exp (\/g_/lt) + exp (—\/g_/lt)} = [y cosh \/g_/lt

(=)
1

V pripade trenia pohybova rovnica bude mat tvar m = 7

o LDR z —2% (1 + p) = —pg s konstantnou pravou stranou a jej partikuldrne
rieSenie navrhnime v tvare 1 = A = A = (T+L Vseobecné riesenie zostrojime
superpoziciou

L /g
xzxp+xh=m+clexp< 7(1+,u)t> + ¢y exp (—

Po dosadeni pociato¢nych podmienok

g = % <lo - ll+_uu> [eXp( %(1 +M)t> +exp <_ (1 J”L)t)} - (1lf:ﬂ)<>

Prava strana EXPONENCIALNA FUNKCIA: ¢ (t) = exp (3t)

Partikuldrne riesenie volime v tvare x, = Aexp (8t). Exponent eulerovho
¢isla musi byt totozny s pravou stranou g (t) , pretoze po dosadeni do DR kazdy
¢len bude obsahovat faktor exp (8t). Po jeho vykrateni ziskame rovnicu pre
urcenie nezndmeho koeficientu A.

~l<Q

(4 t)

<

Priklad 27| Na startujuce lietadlo za¢ne posobit’ sila motorov, ktorej velkost
rastie exponencidlne s ¢asom: Fyexp (3t). Ngjdite polohu lietadla z (¢) ked, naii
posobi odporova sila vzduchu.

Riesenie: Pohybovd rovnica pre startujice lietadlo mé tvar:

m 2= —y & +Fyexp (3t) (5.85)
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Dosad’'me partikuldrne riesenie x, (t) = Aexp (3t) do (5.85):

A:i
9m + 3y

exp (3t) (5.86)

IMA+3vA = F =

0
() = ==

P Im + 3y
Homogénna rovnica je totozné s predchddzajicim prikladom, ¢ize pre vieobecné
riesenie nehomogénnej rovnice plati:

exp (3t) + ¢1 + caexp (—%t) &

Fy
.T)(t):.’lfp‘f‘.%'h:m

Pravi strana TRIGONOMETRICKA FUNKCIA: g (t) = sin (8t) , cos (6t)

Partikuldrne rieSenie volime v tvare superpozicie sinusov a kosinusov. Dévod
je velmi jednoduchy. Po dosadeni do DR vznikni na jej lavej strane trigono-
metrické funkcie. Porovnanim koeficientov pri sinusoch a kosinusoch ziskame
rovnice, ktoré ndm umoznia ndjst’ nezndme koeficienty.

Priklad 28| Na teleso s hmotnostou m , ktoré kmitd na pruzine s tuhostou k,
posobi periodickd sila F' = Fj cos (wt) . Ndjdite vychylku telesa z(t) v ustalenom
stave .

Riesenie: Zostavme pohybovi rovnicu:
mx 4y x +ka = Fcos (wt) (5.87)
Jej partikuldrne riesenie navrhnime v tvare:
x, = Acos (wt) + Bsin (wt) (5.88)
Vypocitajme prislusné derivécie
z, = —Awsin(wt)+ Bwcos(wt) (5.89)
z, = —Aw®cos(wt)— Bw?sin(wt) (5.90)
a dosad'me ich do (5.87):

cos (wt) [-mAw® + yBw + kA] + sin (wt) [-mBw® — yAw + kB] = Fy cos (wt)
(5.91)

Na oboch strandch (5.91) porovnajme koeficienty pri cos (wt) a sin (wt). Ziskame
rovnice:

A(-mw’+k)+Bw = F
—Ayw + B (k: — mwQ) =0
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z ktorej ur¢ime nezname koeficienty A, B :

. 2

A = p—komer (5.92)
(k —mw?)” + (yw)

B = F et (5.93)

"k = mw?)” + ()’
Spéatnym dosadenim do (5.88), partikuldrne riesenie m4 tvar:
k — mw? w
0 (k —mw?)® + (yw)* cos (wt) + Fo (k — mcuz)2 + (w)?
Vztiah upravme do vhodnejsej formy:
Fy
T, = *

V (k= me)? 4 ()

2

xp = sin (wt)

k—mw
\/(k —mw?)® + (yw)?

Zavedenim substitucie:

Yw

VO =) + ()

cos (wt) +

sin (wt)

2

cosp = b me a sing = it (5.94)
VO = me?)? + () V k= m?)? + ()’
potom
Fo L
z, = [cos ¢ cos (wt) + sin psin (wt)] =
V k= me)? 4 ()
E
= 4 cos (wt — ¢) (5.95)
VO = me?)? + (qw)?
pricom podla (5.94)
tgp = 8 — (5.96)

cosp  k—mw?

Zistili sme, ze teleso v ustdlenom stave x; — 0 vykondva harmonicky pohyb
s frekvenciou w a amplitidou

Fy
\/(k — mw?)® + (yw)?

pricom vychylka je fazovo posunutd vzhladom na vynucujicu silu o uhol g
(5.96). K podrobnejsej diskusii sa este vratime.

A:
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Prava strana POLYNOM: ¢ (t) = ap + ayz + agx® + ...
Partikuldrne riegenie volime v tvare polynému, nezndme koeficienty zistime
dosadenim partikuldrneho riesenia do DR.

Priklad 29| Vyrieste rovnicu 4" + 4y = 222 — x

Riesenie: Partikuldrne riesenie navrhnime v tvare: y, = ag+ a2 + as2?, potom
P )

Y, = 2ay. Dosadenim do danej rovnice porovndme koeficienty na pravej a lavej

strane:

2a9 + 4ag + 4a1x + dasa® = 22% — x
N§jdime v8eobecné riesenie:
2 oz 1

= 2 sin 2 - _Z_Z
Y = €1 COS 2T + CaSIn 2T + 5 1 1 &

Na prvy pohlad sa zdd, Ze uz dokdzeme riesit vsetky diferencidlne rovnice
s pravymi stranami (exponencidlnymi, trigonometrickymi, kongtantnymi, poly-
nomickymi) rozoberanymi v tejto kapitole. Situdcia v8ak nie je az tak priazniva.
Uved'me ilustraény priklad:

Priklad 30| Uvazujme teleso s hmotnostou m = 1kg, kmitajice na pruzine
s tuhostou k = 1Nm ™!, na ktord posobf vynucujica sila F' = sin (wt) . N4jdite
jeho polohu v T'ubovolnom ¢ase ¢t. Odpor prostredia zanedbdvame.

Riesenie:  Dosadme partikuldrne riesenie z, (t) = Asin (wt) + B cos (wt) do
pohybovej rovnice telesa:

= —kx + sin (wt) (5.97)
Ziskame sustavu rovnic pre uréenie neznamych koeficientov A, B

—Aw? = —kA+1
—Buw®* = —kB
Ststava vsak nemd riesenie, pretoze druhd rovnica sa vo v8eobecnosti ned4 splnit.

Teleso sa urcite nejako pohybuje a preto neprichddza do tivahy interpretécia, ze
povodnd DR (5.97) nem4 ziadne riesenie.

Priklad 31| N&jdite riesenie z +2 2= t s pociatocnymi podmienkami = (0) = 1,
£(0)=0
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Riesenie: Navrhnime partikuldrne riesenie v standardnom tvare z, = At + B,
dosad'me ho do DR:

2A=At+ B

z ¢oho dostaneme A = B = 0, ¢o v8ak opiit’ nevedie k partikuldrnemu riesenit’

Naga stratégia hl'adania z, v niektorych pripadoch je neicinnd a preto sa
pokisme urobit’ jej podrobnejsiu a vieobecnejsiu analyzu. Majme teda DR :

i+ ard + agw = P (t) e (5.98)

kde P je polyném m-tého stupiia. Pokisme sa hladat partikuldrne riesenie
v tvare pravej strany (az na konstanty): z, (t) = Q (t) e*, kde @ je polyném
n-tého stupiia. Dosadenim do (5.98): dostaneme:

O (t) e + 2aQ()e + a*Q (£) e + ay [Q(t)eat +aQ (t) eat]

Q)+ (2a+a1) Q) + (* + e+ az) Q (t) = P (t) (5.99)

Porovnanim koeficientov pri rovnakych mocnindch ¢ na oboch strandch (5.99)
ziskame n + 1 rovnic pre ur¢enie hl'adaného polynému @ (¢). Vo vseobecnosti
mozu nastat tri pripady:

1) « nie je korettom charakteristickej rovnice
]{2 + alk +ay = 0 (5100)

a preto a? + aja + ay # 0. Polyném na Tavej strane (5.99) je rovnakého
stupria ako polyném P t.j n = m. Jeho n + 1 koeficientov vypocitame
porovnanim koeficientov na oboch strandch rovnice (5.99)

i) «a je jednondsobnym koreitom charakteristickej rovnice (5.100). Potom

a?+aja+ay = 0 ale 2a + a; # 0. Derivovany polyném Q (t) je m — tého
stupiia, pricom samotny polyném @ (t) je stupiia n = m + 1. Vzhladom
na to, ze na urcenie nezndmych koeficientov () méme iba m + 1 rovnic
(potrebovali by sme m+2), zobereme taky tvar polynému @, aby obsahoval
iba m + 1 neznamych koeficientov. To je mozné zabezpecit' tak, ze Q (¢) =
Q1 (t), pricom @) je polyném stupiia m. Jeho koeficienty vypocitame ako
v pripade i, .
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iii) « je dvojndsobnym koreriom charakteristickej rovnice (5.100). Potom plati
a? +aja+ay =0, 2+ a; = 0. Polyném @ je stupiia n = m -+ 2, pricom
pocet rovnic na jeho uréenie je iba n. Z rovnakych dévodov ako v pripade
2 treba hl'adat partikuldrne riegenie v tvare Q (t) = t2Q- (t) . Na zdklade
rozboru mozeme formulovat nasledovni vetu:

at

Nech P (t) je polyném n — tého stupnia, potom funkcia y = t"Q (t)e
partikuldrnym riesenim diferencidlnej rovnice:

je

F 4 a1d + agr = P (t) e

pricom Q (t) je polyndm stupriia n a r je ¢islo, ktoré uddva kolkondsobnym
koreniom charakteristickej rovnice je ¢islo a.
Ak by prava strana DR. mala trigonometricky tvar, podobnou diskusiou by
sme dospeli k d'alsej vete:
Ak pravd strana DR md tvar:

g (t) = e [Py (t) cos Bt + Py (t) sin 3]
kde Py (t) a Py (t) si polynémy, potom partikuldrne riesenie bude mat tvar:
z, () = "€ [Ry (t) cos Bt + Ry (t) sin (]

kde Ry (t) a Ry (t) su polyndmy, ktorych stupent sa rovnd vyssiemu zo stupriov
polynému Py a P», r je ¢islo, ktoré uddva kolkondsobnym koreriom charakteris-
tickej rovnice su ¢isla o + i, o — [i.

Priklad 32| Rieste DR: 3"+ 2y' = exp (—2z).

Riesenie:  1.krok Charakteristickd rovnica a? + 2o = 0 m4 dva korene a; =
—2 aay = 0 apreto y, = ¢ + cxexp(—2z). V tomto pripade navrhnime
partikuldrne riesenie v tvare : y, = 27Q (z) e** = Ax' exp (—2z), pretoze o =
—2 je jednondsobnym koreiiom charakteristickej rovnice.

2.krok neznamy koeficient A uréime dosadenim partikuldrneho riegenia do
povodnej DR a upravime:

—Aexp(—2z)2 = exp(—2z) = A=-0,5
Y = Yn+yp=c1+crexp(—2z) — 0,5z exp (—2x)

3.krok Nezndme kongtanty c¢; a ¢ uréime z pociatoénych podmienok. %

Priklad 33| Rieste DR: y'+y' = z.

84 Radoslav Bohm, Martin Klimo: Matematické metddy vo fyzike

Riesenie: Charakteristickd rovnica md korene a; = 0 a ay = —1 = gy, =
¢1 + cexp (—z) . Kedze a; je korenom charakteristickej rovnice, partikuldrne
riesenie hladajme v tvare: y, = 2"Q (z) e** = x (Az + B) . Dosadenim do DR:

2A4+2Ax+B = = A==-,B=-1

N —

1
y = yh+yp_cl+02exp(—at)+x<§x—l> o

Priklad 34| Rieste DR: y" —2y' +y = 3exp (z).

Riesenie: Charakteristickd rovnica méd dvojnasobny koreii a1 = 1 =y
c1exp (x) + carexp (x). Partikuldrne rieSenie budeme hladat v tvare: y, =
27Q () e*® = Az?exp (z) . Dosadenim do DR:

2Aexp(z) = 3exp(x) =2A=3
2
x
Y +yp =€ [cl+02x]+3?exp(m) &

Y

Priklad 35| Rieste DR: y"+y = 2zsin ().

Riesenie: 'V tomto pripade o = 0 § = 1 a &£i st charakteristické korene
homogénnej DR = y;, = ¢; cos x+cs sin z. Skonstruujeme partikuldrne riesenie
v tvare: y, = x[(ax +b) cosz + (ayz + by) sinz]. Koeficienty a, b, a1, bjuréime
metédou neurcitych koeficientov:

yp = [-az®+ (4a1 —b)x + (2a + 2by)] cosz +
+ [~a12® — (4a+ by) © + (201 + 2b)] sinz

Dosadenfm do DR dostaneme:
[2a12 + (a4 by)] cosz + [—2ax + (a1 + b)] sinz = 2z sinx

Porovnanim oboch stran ziskame nasledovné rovnice: 2a;x = 0, a + b; = 0,
—20,22, al—b:0

a=-1b=0 a1:0 b1:1
a v8eobecné rieSenie:

y:yh+yp:clcosm—l-cQsin:L’+Isinx—x2008z &
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Priklad 36| Rieste DR: y" — 4y' + 13y = 8¢® + 2

Riesenie: Charakteristickd rovnica ma dva korene: a; = 2+ 3i, ay = 2 — 3i
a vieobecné rieSenie homogénnej rovnice y, = €2 (¢; cos 3x + ¢y sin 3x). Vyuzi-
jeme princip superpozicie a riesime DR najskor s pravou stranou g;(z) = 8e®
a potom s pravou stranou gs(z) = 2z. V prvom pripade navrhneme partikuldr-
ne riefenie v tvare y,1 = ae® a metédou neurcitych koeficientov urcime a = %
= Yp1 = %ez. Pre pravi stranu go(z) = 2z md partikuldrne riesenie tvar:
Yp2 = az +b a pouzitim met6dy neurcitych koeficientov zistime: y,2 = Z2+ 155
Vseobecné riesenie DR:

4 2 8
Y= Yn+ Yp1 + Yp2 = €** (¢ cos 37 + ¢y 5in 37) +§€z+1_3x+@ o

Prechod do komplexnej roviny

Pod komplexnym ¢&fslom rozumieme usporiadani dvojicu

7 =la,b=a+ib (5.101)

Jeho obrazom v kartézskom pravouhlom siradnicovom systéme je bod P so
stradnicami (a,b). Os z sa vold redlna os, os y imagindrna (obr.V.14). Ak
spojime bod P s pociatkom sturadnicovej sustavy, dostaneme tzv. komplexny
vektor. Obrazom komplexného ¢isla je bod, komplexného vektora orientovand
dsecka.

Okrem vyjadrenia komplexného &isla v tvare (5.101) existujui aj d’alsie formy,
ktoré mozeme priamo odvodit’ z obrdzka V.14:

2=z exp(jo)
» [a.b]

Pre zlozky a, b plati:

a = |z|cosy (5.102)
b = |z|sing (5.103)
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Pricom |z| = v/a? + b% sa nazyva modulom' (absolitnou hodnotou) komplexné-
ho ¢isla, ¢ = arctg (?{28) je poldrny uhol (argument, fdza). Z rovnost{ (5.102),

(5.103) a (5.101) vyplyva:

Z = |z| (cos p + isin ) (5.104)

Tento tvar komplexného ¢isla sa vold trigonometricky. Upravime ho d’alej pou-
zitim Eulerovho vztahu, ktory sme dokazali v kapitole rady:

cos ¢ + ising = exp (i)
Dosadenim do (5.104) ziskame tzv.exponencidlny tvar komplexného &isla:

Z = |z| exp (iy) (5.105)
ktory je vo fyzike najpouzivanejsi. Komplexné &islo Z sa sklada zo su¢inu mo-
dulu |2] a jednotkového faktora exp (i) 6. Faktor mozno chdpat’ ako operator,
ktorého aplikovanim na modul |z| otd¢ame komplexny vektor s dlzkou |z| o uhol

, vzhladom na redlnu os. Pre nase potreby sa d’alej obmedzime na komplexné
funkcie, ktorych fiza linedrne narastd s ¢asom!” ¢, ¥ (t) = wt + ¢ :

7 = |z exp [iV (t)] = |2| exp [i (wt + ©)] (5.106)

pricom
Re (2) = |2| cos (i + @) (5.107)
Im (2) = |z sin (wt + ) (5.108)

Vektor Z sa otéca v komplexnej rovine okolo pociatku O uhlovou rychlostou w.
Jeho koncovy bod kond rovnomerny pohyb po kruznici. Zavedenim komplexného
vektora Z v caset = 0: Z (0) = |z exp [i (0 + ¢)] = Zo rovnicu (5.106) prepiseme
do nasledovného tvaru:

7 = Zyexp [iwt] (5.109)

Okamyzitu polohu fazora Z (t) v Tubovolnom ¢ase ziskame pootoGenim vektora
Zy 0 uhol wt. Pri rieseni diferencidlnych rovnic fazormi sa stretneme s derivdciou
komplexného vektora Z '8:

z s T
i iwZo exp [iwt] = iwZ = wZ exp (15) (5.110)
15Vsimnime si, ze k druhej mocnine modulu |z|* sa mozno dostat’ vyndsobenim z = [a, b]
komplexne zdruzenym &islom z* = [a, —b]. Skutoéne zz* = a2 + b2 = |2
lexp (i) =1
Ttzv. casové vektory
8Podra Eulerovho vztahu: exp (i%) = cos (%) +isin () =0+i=1
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Faktor exp (zg) otoci vektor Z o uhol 5 a preto vektor Lfi—fA je kolmy na vektor 7
s absolutnou hodnotou w krat viicsou, ako jeho povodnd hodnota (obr.V.15)1.

y
® % o -
z
@é —t
4 S\
G
X
obr. V.15

V matematike a vo fyzike sa pri rieseni niektorych problémov v obore re-
dlnych ¢isel postupuje tak, ze najskor sa vyriesia v §irSom obore komplexnych
¢isel, kde je riesenie jednoduchsie a potom sa spit ”prenesi” do redlnych ¢isel.

Vysetrite pohyb tlmeného oscildtora pod vplyvom vynucujice;j sily:
F = Fycos (wt)

Tento problém sme uz raz riesili pomerne zdfhavym sposobom.. Pohybové
rovnica mala tvar:

mx 4y x +ka = Fcos (wt) (5.111)

Ukdzeme si vyuzitie komplexnych ¢isel na riesenie DR analytickou a grafickou
metédou.:

e Analyticka metéda. Ak zapiSeme rovnicu (5.111) v obore komplexnych
¢isiel :

m% + 7 +hT = Fyexp (iwt) (5.112)

a ngjdeme jej rieSenie T, potom jeho redlna cast’ z,. = Re(Z) zodpovedd
rieseniu pohybovej rovnice tlmeného oscildtora s kosinusovou vynucujicou
silou F' = Fycoswt (5.114 ), a imagindrna z;,, = Im(Z) sinusovej sile
(5.115) F = Fysinwt. Lahko sa o tom presved¢ime dosadenim = = ;. +

i Tim do (5.112):

M Tre +7 Tpe +kre + i (m Tim 47 Tim +kxim) = Fycoswt + iFysinwt
(5.113)

Y Doporucujem citatefom, aby rovnakym spésobom vysetrili integrovanie, nésobenie a s¢i-
tanie ¢asovych vektorov.
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Na pravej a lavej strane st komplexné ¢isla, ktoré sa rovnajui prave vtedy,
ked’ ich imagindrne a redlne zlozky st rovnaké:

M Tye +7 Tpe +kxre = Fycoswt (5.114)
M Tim, +Y Lo +kTim = Fysinwt (5.115)

V komplexnej rovine teda sucasne riedime obe rovnice (5.114), (5.115). Ak
F = Fycoswt, potom x = Re(Z), ak F = Fysinwt potom z = Im (7).

Pod'me teraz hl'adat partikuldrne riesenie 7, diferencidlnej rovnice (5.112)
Vzhladom na pravi stranu ho navrhneme v tvare éasového vektora?

Z, = Aexp (iwt) (5.116)
Po tpravéch:
i F _ Fy _
m [(W(Q) —w?) + %] m\/(wg — w2)2 + (%)2 exp (ip)
_ Fo exp [—ig] (5.117)

myf(wf — ) + ()]
Foexp [i (wt — ¢)]
m\/(w% — w2)2 + (%)2

~

T, = Aexp (iwt) =

(5.118)

W
2_,2
wy—w )m

cujicu silu F' = Fj coswt, dostaneme z redlnej casti x, = Re (T,): :

kde wy = £, ¢ = arctg < ( 21 V&eobecne riesenie pre kosfnusovii vynu-

PR L1 Cland ) (5.119)

e =+ ()"

popripade pre sinusovi vynucujicu silu: F' = Fysinwt z imagindrnej =, =
Im (z,) :

Fysin (wt — )
mf (w3 —w?)? + ()

V kapitole LDR sme ukdzali, ze lim; ..z, = 0 a preto v ustdlenom stave je
sprévanie telesa plne reprezentované partikuldrnou ¢astou.

T =x+ (5.120)

208tact si uvedomit, ze pravd strana g (v) je exponencidlna a preto aj partikuldrne riesenie
ma exponencidlny tvar

21Uvedomme si, ze ¢ je uhol medzi komlexnym vektorom z = (wé — w2) + iyw a redlnou
osou.
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e Grafickd metéda (Metéda fazorovych diagramov): Amplitidu ako aj
fazovy posun mozno ndjst' metédou fazorovych diagramov. Rovnicu (5.112)
prepiseme do tvaru:

0 4 Fo .
— = — t 5.121
T+ T Wyl = —exp (iwt) ( )

obr. V.16

Zobrazne jednotlivé cleny rovnice (5.112)%2 komplexnymi vektormi. Vznik-
ne uzavrety obrazec, ktory rotuje v rovine a zachovava si svoj tvar. Fazovy
posun ¢ sa dd urcit’ z pravouhlého trojuholnika vyznaceného na obrazku
V.16:

yw
—w?)m

tan ¢ = (5.122)

(w§

pomocou pytagorovej vety aplikovanej na ten isty trojuholnik ndjdeme

amplitidu A :
R\’
— 12
(m> (5.123)

F 1

m\ - ) + ()

(wg — w2)2 A? 4 (%A)Q

A (5.124)

Vysledky ziskané analytickou a grafickou metédou sa pochopitelne musia
zhodovat.

Poktsme sa tieto riesenia fyzikilne interpretovat. Budeme si v§imat predov-
setkym amplitidové a fézové charakteristiky.

223 m4 amplitidu wA a predbicha vektor z o 5, vektor 2 mé amplitidu w?A a predbicha

. s
CEO2
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o Amplitidovd charakteristika: Amplitida kmitov (5.124) je imernd ampli-

tide vynucujicej sily a zavisi od budiacej frekvencie w. Maximéalnu hod-

notu dosahuje pri frekvencidch, pre ktoré % = 0. Tento pripad nastane,
ked vyraz f (w) = (Wg — w?)* + (%)2 bude minimélny:

df (w) 7\?

T = 2 (0~ wh) (2wres) +2 (E) Wree =0 (5.125)

72
Wrez — w% - <ﬁ> (5126)

Velkému rozkmitanie systému periodickou vonkajsou silou s malou ampli-
tidou Fjy sa hovori rezonancia. Nastdva pri frekvencii wye, a zodpoveda
jej amplitida:
F
A, = —02 (5.127)
T/wi = (z7)

Bez pritomnosti trecich sil v — 0 by rezonacia nastala pri vlastnej frekven-
cii wp a amplitida by bola teoreticky nekoneénd. Pre v # 0 m4 amplitida
konec¢ni velkost a dosahuje sa pri w < wg. Pri malych frekvencidch vynu-
cujucej sily (w — 0) amplitida kmitov nadobudne hodnotu A = %, a pri
vysokych frekvencidch (w — o0), aplitida klesne na nulu ( A — 0). V pr-
vom pripade teleso iba natiahne pruzinu, v druhom pripade désledkom
zotrvacnosti nestaci reagovat’ na rychle zmeny vynucujicej sily a zotrvé-

va v pokoji. Na obrazku V.17 je zndzornend amplitiidovd charakteristika
A (w) pre tri pripady: v; < v5 < V3.

x|en

obr. V.17

e Fazovd charakteristika. Rozoberme vztah (5.122) podrobnejsie:. Pripo-

metime si, ze ¢ je polarny uhol komplexného vektora z = (w§ — w?) +i22.
w < Wy
w=uwy . Ak
w > Wy

Ak trenie v stistave je nulové v = 0, potom ¢ =

ERN PN}



5. Diferencidlne rovnice-zdkladny jazyk fyziky 91

0 w=0
v # 0, potom ¢ = 3 w=uwo Fézorovd charakteristika pri slabom
T w— 00

treni prudko skdce v oblasti rezonan¢nej frekvencie, pri silnom treni je
tento skok pomaly.(obr.V.18)

T

/2

0’

obr. V.18

Rozoberme si spravanie sistavy v roznych oblastiach budiacich frekven-
cif.

Pripad w < wy

o ~ 0 (5.128)
A = Fy/mwi=F/k (5.129)
F
T = ?0 cos wt (5.130)
- F
T & —w270 cos wt (5.131)

Teleso mé male zrychlenie 7— 0, a budiaca sila prekondva silu pruznosti pruziny.
Kedze této sila je vratnd, budiaca sila je vo fdze s vychylkou. Vidiet to nakoniec
aj z rovnice (5.130)

Pripad w > wy (vysokeé frekvencie)

o~ (5.132)
A =~ Fy/mw? (5.133)
F
r & —m—zzcoswt (5.134)
. F
t ~ “Lcoswt (5.135)
m

Sila pruznosti F' = k2 — 0 pri vysokych frekvencisch je v porovnani so silou m ,
ktora urychl'uje cely systém, zanedbatelnd. Ak by sme pruzinu odstrénili, ani
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by sme si to nevsimli. Budiaca sila zastupuje celi vratni silu a preto je logicky
v protifaze vo¢i vychylke. Pri nizkych frekvencidch je zrychlenie sistavy malé,
ale amplitida neklesne pod ﬂk‘— Pri vysokych frekvencidch je vychylka mald,
ale amplitida zrychlenia neklesne pod % Vysokofrekvencné chovanie mozno
vyuZit’ na izoldciu proti kmitaniu. Ak napriklad chceme uchrénit predmet pred
vibrdciami s frekvenciou w, ktoré vznikaji na druhom konci podpornej pruziny,
mali by sme vybrat’ takd pruzinu, ktorej tuhost’ w > wy

Komplexnd metéda ma vel'ké vyuzitie pri analyze striedavych obvodov:

Obvody na obr.V.19 sa pouzivajui ako jednoduché filtre vysokych
(a) a nizkych (b) frekvencii. N4jdite zavislost’ amplitid napétia od frekvencif
tzv. prenosové charakteristiky obvodov za predpokladu, ze na vstupoch posobi
striedavé napétie s konstantnou amplitiidou a premennou frekvenciou w. Pri akej
frekvencii bude amplitiida vystupného napétia rovna % amplitidy vstupného
napitia (v tomto pripade klesne vystupny vykon na polovicu vstupného)?

— : I
uvst C T uvyst uvs.t c R uvyst

e O

obr. V.19a obr. V.19b

Rieenie: Vstupné napétie v obvode (a) je dané stictom napiiti na kondenzétore
a odpore U, = % + Ri = % + Ri, a vystupné zodovedd ibytku napétia na
odpore: Uyys = Ri. Prechodom do komplexnej roviny (i = Ipcos(wt) — 7 =

Iy exp(wt)) pre komplexné amplittudy napiitia:

. . 1
uvys = Uyst 1 ¥ jch
|huys| 1

sl 14 (wORY

Zopakovanim postupu pre druhy obvod:

thuys| wCR
w1+ (CRY?

Podmienka % = (1 / \/5) bude splnend v obidvoch prikladoch pri frekvencii
wo = %. Prenosové charakteristiky su zndzornené na obr.V.20
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Uvyst
Uvst

f
1
I
1
|
1
1

L
wWg=1/RC w

obr. V.20

Vidime, ze prvy obvod prepusta iba vysoké frekvencia a preto slizi ako niz-
kofrekvencny filter. Druhy obvod sa chova opaéne. O

Priklad 39| Néjdite amplitidu pridu v obvode (obr.V.21), v zévislosti od frek-

vencie zdroja striedavého napétia s amplitidou U.

| R

500 pF

100V
o
1.58 MHz

obr. V.21

Riesenie: Zostavme Kirchhofove rovnice:

i1 dt
fzcl .

. di
RZQ"_Ld_tQ = u
htiy = 1

Dostali sme ststavu diferencidlno-integralnych rovnic, ktori lahko vyriesime
prechodom do komplexnej roviny i; — 2™t i — 19e™t, iy — g™t u —
Gpe™! (viimnite si, ze rovnice su algebraické):

—J—=t1 = U
]wC 01 0
Rigy + Ljwie = 1o

fo1 +i2 = 1o
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Jednoduchymi tpravami:

2 201 + 2 U 'C’+—1
9 = 1 202 = U w
0 01 02 0 |J R+ Ljw

) R 2 wC 2
li] = Uo \/(chrRz_i_szz) +<R2+w2L2>

Na prvy pohlad sa ndm méze zdat), Ze vynucujicim sildm kosfnusového alebo
sinusového charakteru sme venovali neprimerami pozornost. V skuto¢nosti sme
ale vysetrili v8etky systémy, na ktoré podsobia akékol'vek periodické sily. Kaz-
dé periodicks funkcia sa da rozlozit’ do Fourierového radu a pouzitim principu
superpozicie dokdZeme ndjst’ riesenie DR.

T
Priklad 40| Na tlmeny oscildtor posobi periodickd sila F' (t) = { Fopret €<0,5 >

—Fypret e< %,T> ’

Néjdite vychylku tohto systému v Tubovolnom ¢ase x (t) .
Riesenie: Pouzime Fourierov rozvoj. Pohybova rovnica mé tvar:
. . 4F 1 1
m +yx +kr =F () = —2 (sinwt + 3 sin 3wt + v sin bwt + ) (5.136)
T

Podl'a principu superpozicie:

o (t) = 4k sin (wt — ;) N 1 sin (3wt — s,) N
AV -0 () P (0 — (3w)) + (3w)?
(5.137)
kdew:%ﬂwo:\/%,tan(pi:ﬁ; <>

Superpoziciou sa daji v principe riesit’ otdzky, na akych otdckach nesmie
pracovat’ sistruh, akou frekvenciou sa nesmie rozkmitat’ most aby sa v dosledku
rezonancie nerozsypali. Staéi ndjst’ (teoreticky alebo experimentdlne) vlastné
frekvencie tohto systému a zistit, ¢i vo Fourierovom rozklade vonkajsej sily st
nenulové koeficienty pri sinusoch alebo kosinusoch s tymito frekvenciami. Ak
koeficienty nie si nulové, resp. nie st vel'mi malé, potom rezonancia moze spo-
sobit’ katastrofu. V predchddzajiicom priklade si nebezpetné nepédrne nésobky
vlastnej frekvencie systému wy.
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5.3 Specidlne typy diferencidlnych rovnic

5.3.1 Diferencidlne rovnice typu mx=F(t)

Znizme rdd DR zavedenim substiticie v =z a separdciou premennych:

= F(t) (5.138)

t

]mdv = /F(t)dt (5.139)
vy = %/tF(t)dt (5.140)

Kedze v = rovnakym sposobom sa dopracujeme k polohe telesa x(t):

t t

x—xoz/ %/F(t)dt—l—vo dt (5.141)

0 0

Priklad 41 Teleso sa pohybuje pod pdsobenim ¢asovo sa meniacej sily F (t) =
at. Néjdite polohu telesa v Tubovolnom ¢ase z (¢) , ak z (0) = 1, v (0) = 0.

Riesente: Zostavme pohybovi rovnicu a separujme jednotlivé premenné:

mv = at (5.142)
v t
mdv = /atdt (5.143)
vo=0 0
t2
my = ag (5.144)
T t
t2
/mdm = /agdt (5.145)
xp=1 0
1
= —a—<+1 5.146,
ag + ( &
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5.3.2 Diferencidlne rovnice typu mx=F(x)
Znizme rad DR. substiticiou v =2 a rovnicu upravme:

mo = F(x) (5.147)
mdv = F(z)dt (5.148)

Rovnica je takmer separovand, ale na pravej strane sa vyskytuju funkcie dvoch
premennych: x a t. Na vyjadrenie dt, vyuzijeme ¢isto fyzikalnu predstavu: Ked-
ze za Cas dt teleso prejde dréhu dx = wvdt potom po dosadenim do (5.148)
dostaneme:

modv = F(z)de (5.149)
/ d<m%2> _ / F(z)de (5.150)
mv;—m%g - /ZF(x)da: (5.151)

o

Rovnica vyjadruje zdkon zachovania energie. Silové pole je konzervativne, (ka-
pitola 7.) pretoze préca, ktoru treba vykonat’ medzi dvomi I'ubovolnymi bodmi
nezavisi od trajektérie. Pointa je v tom, ze kazdé dva body spdja prave jedna
trajektoria. Ak ozna¢ime potencidlnu energiu U, potom podla definicie poten-
cidlnej energie (kap.7):

x

/F(m)d;c:U(xo)—U(:z:)

xo

z rovnice (5.151) dostaneme:

v? V2
m +U(z) = m?O + U (z9) = konst (5.152)
Z tejto zavislosti odvodime polohu telesa x (t). Najskor vyjadrime v (z) = ‘;—’t” a
v rovnici (5.152) separujeme premenné :
(5.153)

B I dx
t_Z\/% [U(xo)—U(x)Jr%mvg]

Pre porovnanie vyriesme podobny priklad s rovnakymi pociatoénymi podmien-
kami ako v predchédzajucej lohe. Sila v8ak bude zédvisiet’ od polohy:
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m IT= axr

Ide o typ diferencidlnej rovnice, ktory vedie k zdkonu zachovania energie. Po-
tencidlnu energiu uréme vzhl'adom na referencny bod z,.; = 0.

x

2
Ux) = — / F(z) d:cz—a% (5.154)
xTef:O
v? V3
mo +U () = m3° + U (29 = 0) (5.155)
v? 22
g = 1
me a5 0 (5.156)

x t
de / =t (5.157)
x m
0

Vysledok je vel'mi zaujimavy. Zd4, Ze rieSenie neexistuje a teda nie sme schop-
ny zabezpecit’ splnenie pociatoénych podmienok. Je to v rozpore s Cauchyho
vetou. Problém je v8ak v tom, Ze tprava z (5.156) na (5.157) nie je korektnd,
pretoze rovnicu delime nulou. Pripad, ked' teleso prechddza bodom x = 0 treba
vySetrovat’ samostatne. V tejto polohe posobi nulova sila F' = az = 0, a ked’ze

vy = 0, teleso v nej zotrva?s.

Priklad 42| Teleso s hmotnostou m bolo vrhnuté z povrchu Zeme rychlostou
vo smerom nahor. Ngjdite jeho rychlost’ v 'ubovolnom c¢ase, pricom berte do
uvahy nehomogénnost’ gravita¢ného pola.

y

<}

X ¢

R
z

obr. V.22

23Uloha sa dala riesit’ aj zostavenim charakteristickej rovnice ma? = a, ktord ma korene o =
+,/5- apretox (t) = crexp (\ / %t) +co exp (—1 /%t) . Zohl'adnenim pociato¢nych podmienok
z=0

2
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Riesenie: Na teleso s hmotnostou m pdsobf vo vzdialenosti y od stredu Zeme
gravitacn4 sila a podla 2. Newtonovho zdkona plati:

d? d M,m
mﬁy = mav = —x y2

kde M, je hmotnost’ Zeme, R, polomer Zeme, v rychlost. V rovnici vystupuju tri
premenné: v,t,7y. Zndmym trikom 2! vyjadrfme éasovy element pomocou rych-
losti dt = d% a po odseparovani premennych pravi a lavi stranu zintegrujeme:

v

y
M,
/vdv = /_%dey

) Rz

1 1
v? 22¢M, (— — —> + vg
Yy

1 1

Obe znamienka maju fyzikdlny vyznam: kladny koren reprezentuje pohyb telesa
smerom nahor, zdporny volny pad. V najvyssom bode trajektorie ymax rychlost
telesa je nulovd: v =0 :

_ 2xM.R,
Hmax = 5 M. — 2R,
7Z posledného vztahu vyplyva, Ze ymax bude mat kone¢nu velkost' iba vtedy, ak
23¢M, # v2 R, a nekoneénu velkost (1.j. teleso opusti zem a uz sa nevrati nazad)

ked 25cM, = v2R,. Pre tnikovou rychlostou plati: vy = 4 /%. Diferencidlnu

rovnicu sme mohli riesit’ priamo zo ZZE, pretoze islo o typ: m = f(x) &

Priklad 43| Vypocitajte pracu, ktori vykond sila pri urychleni telesa z 0 na
rychlost’ v. Uvazujte rozne typy sil: F =k, F = kt, F' = Fy+kx. Zévisi vykonand
préaca od tvaru sily?
Riesenie: Najskor vypocitame prace explicitne: a, Z pohybovej rovnice ma = k
a pociatocnych podmienok z = 0,v = 0 uréime rychlost a polohu:

k = lﬁtQ = lmiﬂ

= ¢ — —
v m v 2m 2k

Hpozornejsim z Vs iste neuniklo, ze riegime diferencidlnu rovnicu typu: m a= f ()
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Dosadime do vztahu pre pracu:
L 9
A= Fdx=k$=§mv
0

b, Opét vyjadrime z pohybovej rovnice rychlost, ktori dosadime do vztahu pre
pracu:
1k

mo = kt = v=——t
2m
x t

t
1k 1k 1
ktde = | ktodt = | kt*=—dt = = _ 1.2
/ v / ! / 2m 24m 2mv
0 0 0

¢, pohybové rovnica pre posledny priklad je typom diferencidlnej rovnice (5.147)
ktory vedie k ZZE a teda k vysledku:

A

1
A= —mv?
2
Vidime, ze vsetky prace si rovnaké k comu sme mohli dospiet okamzite Ked'ze
pre silu z Newtonovho zdkona vyplyva F' = mv a pre drdhovy element dx = vdt

potom?®:

xT v v d l 9 1
A= /Fdx = /mz’;vdt = /Mdt = Zmu?
dt 2
0 0 0
Praca teda nezdvisf od typu sily. %

Vyuzitie ZZE na vypocet periéd

Predpokladajme, ze systém kmitd s periédou 7', pricom jeho potencidlna energia
E, = %a |z|".V jednorozmernom priestore je kazdé silové pole konzervativne a
plati v nom ZZE:

1 .2
Fma +E,(z)=F (5.158)

Zvol'me stradnicovy systém tak, aby potencidlna energia dosiahla svoje mini-

mum v bode x = 0. Teleso sa zastavi v bodoch so stradnicami zy a -z¢, ( = 0)
a dosiahne energiu

E= %zg (5.159)

250 (1 = Lnw Lomvd = ma
d (szw) = 3MUY + MUY = mov
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Z rovnice (5.158) uréime periédu®

T2 o 1
dx m dx m 1-z d€
Y RS o RS X
J \JX|E-E) @) vap -l a ) V1€
(5.160)
a pouzijeme (5.159):
T~ En3 (5.161)

Vo v8eobecnosti mozno povedat, Ze kmity si neizochrénne a ich periéda zavist
od celkovej energie E. Vynimku tvoria kmity s kvadratickou formou potencidlnej
energie t.j. ked n = 2.

e Izochrénne kmity. Zamerajme sa na tento $pecidlny pripad a urobme
podrobnejsiu analyzu: Z praktickych dévodov, ktoré pochopime neskor,
prepiSme potencidlnu energiu ako funkciu zov§eobecnenych siradnic g, g.
Pod siradnicami si mozte predstavit’ uhol ¢, polohu telesa z a pod.

12 1,
2 2
Ked’ze plati ZZE, E = konst, po zderivovani:
q= —ﬁq (5.163)
@

Ide o rovnicu harmonického oscildtora, s vychylkou ¢ = gocos (wt + 6) a
uhlovou frekvenciou:

g

w=1/= 5.164

: (5.164)
Izochrénne kmity si v prirode velmi ¢asté. Kazdy systém v rozumnom
okolf rovnovaznej polohy ich vykondva. Nech napriklad potencidlna energia
mé tvar zndzorneny na obrazku V.23:

U@

90 q

obr. V.23

26
x

pomozeme si substitiiciou £ = io d¢ = g—z
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Rozvinnme ju do Taylorovho radu v okoli rovnovaznej polohy ¢q, v ktorom
m4 svoje minimum % lg=qo = 0:

dU 1d2U
U(q) = U (q) + o lo=qo (¢ — q0) + 3 dg e (@ —q0)* + ... (5.165)

Ozna¢me konstantu % li=qo = k a vypod&itajme silu posobiaca na takyto
systém
au
dqg

—k (¢ — ) (5.166)

Ziskané poznatky, modzeme zhrntit' do nasledovného praktického zéveru(5.163):

Ak zistime, Ze celkovd energia systému sa dd vyjadrit v tvare kvadratickej
formy

12 1,
504 +50¢ =E (5.167)

potom systém vykondva harmonicky pohyb s periédou

_ B
w=1/% (5.168)

Staci ndjst koeficienty (3, « a vzdjomne ich medzi sebou podelit’ .

Priklad 44| Valcek s polomerom R je spojeny s pruzinami s tuhostami k podla
(obr. V.24). Urcte jeho periédu

obr. V.24

Riesenie: Celkova energia valceka E pozostdva s potencidlnej energie a kine-
tickej, ktord mé dve zlozky: transla¢ni a rota¢mi:

1 1 1
E= 2§kx2 + §mv:2p + Eluﬂ (5.169)
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kde J je moment zotrvacnosti, x je vychylka z rovnovdznej polohy, vr- je rych-
lost taziska. Ak ¢ reprezentuje uhol otocenia valéeka vzhl'adom na rovnovéznu
polohu potom:

x = Rp (5.170)
vp = T=Rg (5.171)

Z rovnice (5.169) mozeme vytvorit’ kvadratické formy, ktoré zdvisia bud’ od po-
lohy E, alebo od uhla E, :

1 1 I .2
E, = -[2kl2*+ = = 172
" 2[k]x+2[m+R2]z (5.172)
1 1 .
Bp = 5 [2hRY ¢+ 5 [mR2+1] & (5.173)

Celkovd energia je kvadratickou formou a podla (5.168) na uréenie w staci podelit
vyrazy v hranatych zétvorkach:

w= 2K = (5.17@

m—!—ﬁ

Priklad 45| Gulitka polomeru r sa pohybuje (bez presmykovania) po vntitornej
strane misky polomeru R. Vypocitajte periédu malych kmitov.

0

-

obr. V.25

Lam

Riesenie: Za zovseobecnent suradnicu zvolime uhol ¢. Kinetickd energia po-
zostdva z kinetickej energie taziska a z rotacnej energie:
1 1
T = —mu? + =1w?
272
kde pre rychlost taziska gulicky : vy = (R —r)¢ a jej uhlovi rychlost: w = % =
Bri teda:

r
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Pre potencidlnu energiu dostdvame®':
U=mg(R—r)(1—cosp) =~ % (R —1r)¢?

Celkové energia ma tvar kvadratickej formy:

_ 2 I o822 MG, g
B (mt ) (R-rfers (R -rp

a podla (5.168) je periéda kmitov:

T_Qﬂ¢(L+J%)R_T
mr g

Dosadenim momentu zotrva¢nosti pre gul'u:

Aj v pripadoch, kedy sa nedd celkova energia vyjadrit v tvare kvadratickej
formy, je mozné zo ZZE uré¢it periédu kmitov. Ked'ze:

1 1
§mv2 +U(z) = §mv§ + U(zo)
odr |1, 2
vo= o= [§mv0+U(x0) U(x) -
/Z dx
t =
5 B+ Ula) - V@) 2
potom pre periédu:
T ) d
Z:/ ° (5.175)
[U(@o) = U()] 2

zo

27 ) — s , , . - 2
Vzhladom na malé vychylky ¢ rozvinieme cos ¢ do druhého rédu: cosp~ 1 — & + ...
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Priklad 46| Teleso zavesené na niti pustame z bodu [zg, y (xo)] . Zistite, za aky

cas t sa dostane teleso do najnizsej polohy, v zavislosti od x.

y

0\l£x0 y0]

obr. V.26
Riegenie: Tento ¢as je rovny stvrt-periéde a podla rovnice (5.175) plati®®:

dx

B / dx _ /
t—Z,/[U(mo)U(I)]% Z\/{mg(l—M)—mg(l— 12_3;2)}

Integrél sa nedd riesit analyticky, ale numericky a vysledok je zndzorneny na

obr.V.27:

Sl

18
16
14
12
10

Xo
0.5 1 1.5 2 2.5 3

obr. V.27

Vsimnite si, ze pri malych vychylkdch je ¢as rovnaky a kmity si izochrénn%

28 Potencidlnu energiu vyjadrujeme v stistave zndzornenej na obr. Pre y-ovi siradnicu preto
plati y =1 — v/i2 — 22
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5.4 Ako riesit’ DR, ktoré sa nedaji riesit expli-
citne 7

V predchddzajicich kapitoldch sme si v struc¢nosti uviedli zékladné metédy rie-
Senia DR V praxi sa ndm v8ak beZzne stdva, ze uvedené metédy zlyhdvaji a
nevedi k cielu. V takychto pripadoch mozno pouzit nasledovné tri stratégie
rieSenia:

i) kvalitativna metéda

i) rozvoj do radu a, podla nezdvislej premennej b, podla parametra (tzv.
poruchovd metéda).

it) numerickd metéda

5.4.1 Kvalitativna metdda

Cielom metédy je ziskat kvalitativnu informéciu o rieseni DR.

Priklad 47| N4jdite vlastnosti funkcie y ktora je riesenim nasledovnej DR:

d*x 3
R A (5.176)

Riesenie: Takyto typ rovnice (5.176) moze popisovat napriklad pohyb hmot-
ného bodu s hmotnostou m = 2kg, na ktory posobi ”tvrdmica” pruzina silou
F = —kzx —~yz*

&’z 3 2
m—g = —kx — 2’ = — (k+y2%) (5.177)
Jej tuhost totiz narastd s vychylkou K = k-+vz2. Na zdklade fyzikdlnej intuicie sa
pokisme formulovat hypotézy o pohybe telesa a teda o rieSeni pévodnej rovnice
(5.176).

HYPOTEZA 1: Teleso bude vykonavat periodicky pohyb. Predpokladaj-
me, %e v nejakom ¢ase t prechddza bodom xgy, rychlostou vy. Podla rovnice
(5.177) mu sila udeluje zrychlenie ap = —%xo — %x% , ktoré je orientované do
rovnovaznej polohy, ¢o ma za ndsledok jeho spomalovanie. Ak by sa teleso nad’a-
lej pohybovalo so zdpornym zrychlenim ay, zastalo by po uplynuti doby 7 = Z—g
V nasom pripade je teleso spomalované ovela intenzivnejsie (|a| = |ag| ) a preto
sa zastavi skor. V okamihu ked’ dosiahne nulovi rychlost’ bude na neho pdsobt
sila F' = —kx —va3, ktord ho zac¢ne tahat do rovnovaznej polohy. Po prekrocent
x = 0, sila bude mat’ opét brzdiaci tc¢inok a po urcitom case teleso zastavi.
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7 uvedeného vyplyva, ze pohyb je periodicky i ked’ nie harmonicky. Kedze nasa
pruzina na rozdiel od LHO ”tvrdne”, dokdzeme predpovedat, ze periéda :

k
T <2my/— = 4n [s]
m

Hypotézu o periodicite deja sme mohli dokédzat aj z energetickej bilancie. Pole
F(z) = —kx — v2® je konzervativne, neexistuje tu ziaden dtlm a musi platit
77E. Energia systému sa nestrédca len prerozdel'uje na kineticki a potenciondlnu.
Pre vychylku teda plati

w(t)=a(t+T) (5.178)

HYPOTEZA 2: T4 cast cyklu, v ktorej sa teleso priblizuje k svojej krajnej
polohe, vyzerd rovnako ako ta cast’ cyklu, v ktorej sa od tejto polohy vzdaluje:

o (to—t) = (ty+1) (5.179)

kde t( je niektord z hodnot ¢, pre ktoré ma teleso maximélnu vychylku a jeho
rychlost’ je nulova:

z (tg) =0 (5.180)

HYPOTEZA 3 Posobiaca sila |F| je symetrickd vzhladom na bod z = 0 a
preto pohyb smerom dolava, bude zrkadlovym obrazom pohybu doprava. Oba
tieto pohyby trvajui presne pol periédy.

z (t + %T) ——a(t) (518

5.4.2 RieSenie DR rozvojom do radov
a, podla nezavislej premennej

Riesenie DR rozvinieme do radu podl'a nezévislej premennej t, ktord v pohybo-
vych rovniciach reprezentuje ¢as:

(oo}

z(t) = cnt" (5.182)

n=0

Funkciu (5.182) dosadime do DR a uréime z nej nezndme koeficienty c,.
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Priklad 48| Vyrieste DR:

m = —kx (5.183)

Riesenie:  Predpokladajme, ze tito DR nevieme riesit explicitne a navrhni-
me jej rieSenie v tvare nekonetného radu (5.182). Dosadenim do (5.183) spolu
s odpovedajicimi derivdciami :

o= ) et (5.184)
n=1
i = can(n — 1)¢"2 (5.185)
n=2
a mengich dpravéch :
Z Menia(n+2)(n+ 1)t Z kent™ (5.186)

n=0

Porovnanim koeficientov pri rovnakych mocnindch parametra t, ziskame reku-
rentny vztah pre koeficienty ¢, :

k 1
Cnt2 m(n+2)(n+1) e (5.187)

Koeficienty ¢q a ¢ynie si tymito rovnicami ur¢ené jednoznacne a predstavuji
I'ubovolné konstanty vseobecného riesenia DR. Ich hodnoty ziskame z pociatoc-
nych podmienok. Podl'a (5.187) vyjadrime aspoii prvé ¢leny c,:

k1
_ - = 1
n 0 Co mQICO (5.188)
k1
n =1 03——E3—2C1 (5189)

no= 2 - (-%) (- k) %co (5.190)

) L (5.191)
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a dosad'me ich do (5.182)

xr = co+clt+02t2+03t3+c4t4+....:

- ( k/mt)2 X ( k/mt)4 ) ( k/mt)6

2! 41 ol

Tt — ( k/mt)3 . ( k:/mt)5

3! 5!

Co

+eiv/m/k

V zétvorkdch vystupuju rozvoje trigonometrickych funkcii: sinx a cosz :

k . k
T =cycosy/—t+cisiny/ —t
m m

K takémuto vysledku sme sa samozrejme mohli dopracovat’ priamou metédoud?

b, rozvoj podla parametra-poruchova metéda

Zékladng myslienka poruchovej metédy spociva v tom, Ze vSeobecné rieSenie
DR sa dé vyjadrit’ ak funkcia tzv. poruchového parametra A, podl'a ktorého je
mozné rozvinit toto riesenie do Taylorovho radu:

=z )\ (5.192)
n=0

Ide o podobny rozvoj, ako v pripade (5.182), len podla inej premennej. Pre
istotu pripominame, Zze x, si konstanty vzhladom na poruchovy parameter )\,
zévislé na case t. V pripade vektorového tvaru pohybovej rovnice (5.192):

(A =D TR (5.193)

Priklad 49| Jablko pad4 na zem. Uréte jeho polohu v P'ubovolnom ¢ase t. Ulohu
rieste poruchovou metédou do druhého réadu.

Riesenie: Pohybovd rovnica ma tvar:
d*v

o (5.194)

F=mg+2mixd=m
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Clen
F'=2mi x & (5.195)

predstavuje poruchu. Ak 7 je rieSenie vSeobecného problému a 7 je rieSenie
rovnice bez poruchového ¢lenu, potom zviicsovanim poruchy od 0 k F’ bude
7o spojito prechadzat k 7. Vyjadrime funkciu 7(¢) ako funkciu parametra A, a
rozlozme ju do radu. Ak A = 0, porucha je vypnuta, ak A = 1 porucha je tiplne
zapnuté:

FN) = 7o + A 4+ N2 + .. (5.196)

Namiesto povodnej rovnice budeme riesit’ rovnicu:

. . d2
Fg—l—)\F’:mﬁ(Fo—l—)\Fle)\zfgnt...) (5.197)
porovndme ¢leny pri rovnakych mocnindch .
Po dosadeni (5.196) a (5.197)do (5.194):
2

d d

d
Neporuchovy ¢len (nulté priblizenie) je
T = gt (5.199)

Spétnym dosadenim do rovnice (5.198), ziskame prvé priblizenie:
Uy + Aoy = gt + (§ x &) £ (5.200)

a po integracii:

1
== gt + g(ﬁ x &)t (5.201)

2
B o= gt @@+ 37 x D) x &) (5.202)
1 1
Bo= 5+ g(@x )+ [ xw) x &t o
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5.4.3 Numericka metéda

Predpokladajme, Ze na teleso posobi sila F'(x,v,t) a pohybovd rovnica mé tvar:
ma = F(z,v,t) V krdtkych ¢asovych okamihoch At, sa posobiaca sila F(z,v,t)
prili§ nezmeni a mozno ju povazovat’ za konstantu. Sila udeluje telesu zrychlenie
a = F/m, takze pre novu rychlost:

Av w(t+ At) —o(t)

“TAr T At

= o(t+At) =v(t) falt)x At (5.203)

Analogicky pre polohu z:

_ Az a(t+ Al) —a(t)
At At

v = z(t + At) = z(t) + v(t) * At (5.204)

Cely proces cyklicky opakujeme. Na zdklade tychto vztahov postupne dostdvame
rekurentné vztahy pre cely pohyb:

F(z((n—1),At),(n—1)At)

v(nAt) = v((n—1)At)+ At- —
z(nAt) = xz((n—1)At)+ At -v(z((n—1),At),(n—1)At)

Cfm mensi je interval At, tym presnejsi vysledok ziskame. Metéda sa dd vy-
lepsit, tak ze zrychlenie telesa v infitenzimalnom elemente At berieme v strede
intervalu Az, alebo ako stredmi hodnotu zaciato¢ného a kone¢ného zrychlenia.
Podrobnejsie sa s numerickymi metédami zonamite vo vyssich roénikoch.

Priklad 50| Zostavte jednoduchd diferen¢ni schému pre kyvadlo s velkymi
vychylkami.

Riesente: Pohybovd rovnica popisujica popisujica pohyb kyvadla:

b +% sin = 0 (5.205)

Pri velkych vychylkdch nie je mozné aproximovat sinp ~ ¢ a preto uvedentd
rovnicu budeme riegit’ numericky. Casové derivédcie v rovniciach nahradime ko-
ne¢nymi prirastkami:

Pnt1 — Pn
+T = Wn = Pnp1 = Pp T wnl
% = —% sin @, = Wil = Wy — % sin @, At

Ziskali sme rekurentny vztah na vypocet ¢ a w v neskorsich ¢asovych okamihoch.
Riesenie je takymto sposobom diskretizované s casovym krokom At. Startovacie
hodnoty ¢, a wp st dané pociatotnymi podmienkami.(obr.V.28)
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At

obr. V.28

Rovnica sa dé riesit’ aj analyticky, ale velmi zdlhavo. Ide vsak o poucny
priklad, na ktorom budeme demonstrovat’ vyuzitie mnohych matematickych po-
stupov a metéd, ktoré sme sa dosial naucili. Diferencidlna rovnica (5.205) je

typom diferenciélnej rovnice m = F (x) % a po zohladneni pociatoénych pod-
mienok ¢(0) = ¢y, ¢(0) = 0:

@ = 2%(COS(p — €O @)
¢o zodpovedd zdkonu zachovania energie. Po separécii premennych:

d
__®  _ 2Iu
\/COS (o — COoS @, l

V lavej casti rovnice zaved'me novi premennd a:

cosp =1 —QSng 1 — 2k?sin’ o

kde
k = sin %
Potom
sin @ dp = —4k? sin o cos o dev
a
4k? sin o cos a dov dk?*sinacosada 2kcosada

dyp = = =
V1 —cos2¢p V@ +cosp)(l—cosp)  /1—kZsina

Okrem toho

\/cos g — cos @, = kV/2cos a

gtaci zamenit p — T a g—T
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kedze pri ¢ = ¢, je a = 5. Dosadenim do pévodnej rovnice:
do
V1 —k2sin®a

pri¢om pre periédu T' dostaneme

=ndt

%I’ﬂ

/ (5.206)
J 1— k2 sin® av

Integrél (5.206) sa ned4 riesit’ analyticky a preto ho vypocitame rozvojom do
Taylorovho radu:

1

V1= k2sin’«

1 1-3
:1+§k2sin2a+mk4sin4a+.“

Z&aroven

i 1535 2n—1r
2n d —

/Sm ada > 16

0

Potom

1\? 1-3)\?
1 - 2 - < 4
+<2) k +(2_4> .

Po spétnych dosadeniach dostdvame vysledny vzorec pre kmity matematického

kyvadla:
T=2n £
g

Vidime, Ze pre malé uhly st kmity izochrénne s periédou

T=2m i
g

Zéroven vidime aj ohranic¢enost’ platnosti tohto vztahu. Chyba pri jeho pouzivani
do ¢, < 20° neprevysuje 1%. Ak by sme zardtali aj druhy ¢len, tak s tou istou
chybou ho mézme pouzivat’ do odklonu 50°. %

/ o
1—/{728111(1 2

0

1 1-3\?
1+Zsin2%+<ﬂ> sin4%+...
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5.5 Aplikicie diferencidlnych rovnic.

5.5.1 Vyuzitie DR na hladanie tvarov kriviek.

Diferencidlne rovnice sa vyuzivaju na hladanie kriviek, ktoré musia spliat isté
poziadavky.

Priklad 51| Gulocka hmotnosti m je pripevnend na hladky drotik, ktory lezi
v jednej rovine a otdca sa okolo zvislej osi uhlovou rychlostou w. Néjdite jeho

tvar, ak viete, ze gulocka sa v 'ubovolnej polohe nachddza v rovnovahe.

y

s

0 X
obr. V.29

Riesenie: Predpokladajme, ze krivka je uréend rovnicou y (z) . Pohyb vySetruj-
me v neinercidlnej vztaznej sustave, v ktorej na gulécku posobia tri sily: Tiazova
G = (0, —myg), odstredivé Fy = (mw?z,0) a tlakovd N. VzhPadom na to, ze gu-
licka je v rovnovahe v ktorejkol'vek polohe, vyslednica tiazovej a odstredivej sily
G+ F, musi byt kolmé na podlozku, aby sa prave vykompenzovala s tlakovou si-
lou N. Inak povedané, sicet ich tangencidlnych zloziek je nulovy (é + ﬁo) = 0.

Tangencidlny vektor na krivku ma suradnice 7 = (dx, dy) :
(é + F}) = (é + ﬁ0> ST = (mwzm, —mg) - (dz,dy) = mw?zxdr — mgdy = 0

Riegenim diferencidlnej rovnice s pociatotnou podmienkou y (0) = 0 zistime, ze
gulocka, sa musi pohybovat na drétiku v tvare paraboly y = wie?

29 <>

Priklad 52| Nsjdite krivky pre ktoré plati, ze vyska obdiznika 7, ktory ma
rovnaku plochu, ako je plocha ohranicend krivkou y (), je k — krat véacsia ako
je MN =y (x) (obr.V.30).
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y
E
B C
A
N
o X
obr. V.30

Riesenie: Vyuzitim vlastnosti urcitych integralov, matematickd formulécia za-

dania je nasledovna:
/ ydr = xky

Zderivovanim ziskame separovatelnu diferencidlnu rovnicu:

y = ky+zky
zky = y(1-k)
dy _ [1-kds
y k =z
1-k
Inly| = p In|z|+1njc] ke (0,00),c€Re
1-k 1_4
y = crk =cxF

Hladand krivka moéze mat rozne tvary. Napriklad, ak k& = 1, krivka je priamka
y = ¢, ak k — oo, krivka je hyperbola y = 27!, ak k = % krivka je parabolg
y = 22 a pod.

Priklad 53| Négjdite tvar dokonale ohybného neroztazitelného homogénneho

lana, zaveseného na oboch koncoch A B, ak na neho pdsobi iba gravita¢né pole.

Riesenie: Predpokladajme, ze lano m4 tvar funkcie y = f (). Za os y zvolme

vertikdlnu priamku, ktord prechddza najnizsim bodom N (obr.V.31).

\Va

obr. V.31
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Vyberme na lane I'ubovolny bod L. Medzi bodmi L, N pésobia na lano tri
sily: sila horizontdlneho napétia H v bode N , tahovd sila T v bode L, ktord
m& smer doty¢nice a tiazova sila Cj uvazovanej ¢asti lana, posobiaca v tazisku.
Kedze dizkova hustota je p a dizka obliku LN je s, potom Q = ps. Rozlozme
silu T' na horizontdlnu a vertikdlnu zlozku a vyuzime podmienku rovnovahy:

Tsinp = ps
Tcosp = H

kde uhol ¢ je uhol, ktory zviera doty¢nica v bode L s osou x. Zavedenim kon-

stantného parametra k = £, a vzdjomnym predelenim oboch rovnic dostane-
30
me?!:

y =ks (5.207)

Kedze podla Pytagorovej vety ds = /dx? + dy? = dx+/1 + y? potom po zde-
rivovani (5.207)

y' =ks =ky/T+y?
Znizme rdd DR substitticiou y' = z :

z
Gire
Vseobecné riesenie diferencidlnej rovnice mé tvar:
ln(z—o—\/l—i-—z2) =kr+ ¢
Nech vbode Njex =0,y =2z=02zchoc; =0:
z+V1+ 22 = exp (kx)

a po upravdch:

2 = = (e (k) — exp (k)
y = o (exp (k) + exp (—ka)) +

Pre lepsiu prehl'adnost rovnice zvolme dizku PN = 1 =y (0) => ¢, = O:

y= g7 (exp (k) + exp (~ha)

Krivka sa nazyva retazovka. %

30tangent uhla ¢ je rovny derivécii fynkcie y v bode L
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5.5.2 Ulohy o cykloidédch

Medzi vyznamné krivky, s ktorymi sa mozeme stretmit’ vo fyzike, v matematike
a technike patri cykloida. Je reprezentovand trajektériou hmotného bodu M,
leziaceho na kruznici, ktory sa kottila po priamke (obr. V.32.)

7 obrazku V.32 je zrejmé, ze parametrické vyjadrenie cykloidy plati:

x=r(f—sinf), y=r(l—cosh) (5.208)

Priklad 54| Gulécka sa pohybuje bez trenia v zliabku, ktory ma tvar cykloidy
(obr. V.33). Ukdzte, ze as, za ktory prejde z krajnej polohy M do rovnovaznej
polohy K, nezavisi od polohy bodu M, z ktorého bola spistand.

VLA —P
)

K

X

obr. V.33

Riesenie: Nech pociato¢nd poloha gulocky mé siradnice M [zg, yo] & zodpovedd
jej parameter 6. Zo zdkona zachovania energie a rovnice (5.208) vyplyva, Ze
teleso bude mat v bode N rychlost:

v = \/29Ay = \/2g[r(1 — cosf) —r(1 —cosby)] =
% = \/2gr(cosfy — cosf) (5.209)

Pre dizku oblika cykloidy mozno odvodit’ vztah:

ds = +/dz? + dy* = 2rsin gd@
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Dosadenim do (5.209) a ndslednym preintegrovanim vypoditame ¢as, za ktory
sa gulocka dostane z bodu M do bodu K:

t ™

/ 2r sin gd@
dt =
\V/2gr(cos By — cos 0)

0

dcos
t = 2\/2/ cos g - 7r\/7 (5.210)
9 5 A /cos,2 —cos? 5 g
V tejto kapitole sme ukdzali, ze periéda matematického kyvadla zavisi od ampli-

tidy. Ak vsak takéto kyvadlo ohrani¢ime Sablénou v tvare cykloid (obr.V.34),
potom periéda kmitov nebude zdvisiet’ od amplitidy. Ich periéda podla rovnice

(5.210) bude:
T= 47r\/E
g

obr. V.34

Na zdver poznamenajme, Ze cykloida je jedinou krivkou, po ktorej sa moze
pohybovat’ hmotny bod, aby jeho kmity boli izochrénne.

Vo vertikélnej rovine si dané dva body A a B (obr.V.35). Néjdite
tvar krivky, po ktorej sa musi pohybovat hmotny bod, aby sa pod vplyvom
tiazovej sily dostal z bodu A do bodu B za najkratsi ¢as. Takejto krivke sa
hovori brachystochrona (brachistos=najkratsi, chronos=¢cas).

A

obr. V.35
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Riesenie:  Ulohu budeme riesit pomocou anal6gii z optiky. Ak svetelny laé
prechédza z bodu A do bodu B cez dve optické prostredia, potom na ich rozhrani
sa ldme podl'a Snelovho zdkona:

sina  sin

nisina =nosin B resp. = = konst (5.211)
(%1 ()]

Vztah bol mnohokrét experimentdlne overeny a dé sa odvodit’ z Fermatovho

principu®!
A v,
a s c-X

X

Vo s

c B
obr. V.36

Vratme sa vsak k povodnej tlohe. Zvol'me si siradnicovy systém podla
obrazka V.37.

A

obr. V.37

Trajektériu hmotného bodu prirovndme k svetelnému licu, ktory sa snaizi
dostat' do bodu B za najkratsi ¢as. Musi sa preto spravat podl'a Snellovho zdkona
(5.211). Podla ZZE rychlost, ktori mé teleso v Tubovolnom bode, nezévisi od
tvaru trajektorie, po ktorej sa pohybuje, ale iba zmeny potencidlnej energie:

2gy (5.212)

31 Fermatov princip hovori, ze svetelny zviizok sa &iri v prostredi v najkratsom case. Z ob-

T = av+z + +(c—x) dar
1 V2

. Extrém &~ = 0 zodpovedd rovnici:

razku pre tento ¢as plati:
sinay __ sinag

U1 v2



5. Diferencidlne rovnice-zdkladny jazyk fyziky 119

7 geometrického tvaru krivky d’alej vyplyva:
1 1

sina = cos 3 = NIRRT = \/1 e (5.213)
Dosadenfm (5.212), (5.213) do (5.211):
y [1 + (y‘)Q] =C (5.214)

Tato krivka sa nazyva brachystochrona. Ukdzeme, ze to moéze byt iba cykloida.
Upravme (5.214):

y O\ V2
dr = =—— d 5.215
! <C - y) Y (5:215)
a zaved'me substiticiou:
1/2
(ﬁ) — tang (5.216)
potom:
y = Csin’p dy = 2C'sin p cos pdp (5.217)
dr = tanpdy = 2Csin® pdp = C (1 — cos 2p) dp (5.218)

Preintegrovanim posledného vyrazu a dosadenim poéciatotnych podmienok x (0) =
0, y (0) = 0 ziskame rovnicu cykloidy:

% (1 — cos2¢p) (5.219)

C
x:§(2<p—sin2g0), y=Csinp =

Cykloida je teda nielen izochrénna ale aj brachystochrénna. V tom je jej carc?

5.5.3 Model sirenia reklamy

Zijeme v dobe technickych vydobytkov, ktoré vsak treba prostrednictvom re-
klamného priemyslu dostat’ do povedomia potencidlnych zdujemcov. Pokisme
sa preto vytvorit matematicky model §frenia informécii o produkte, ktory chceme
predat. Predpokladajme, ze v ¢ase t je z celkového mnozZstva N potenciondlnych
zédujemcov informovanych o produkte z osob. V ¢ase t = 0 sme prostrednictvom
médii uverejnili reklamny $ot o nasej ponuke, ktora sa d’alej bude sirit’ tstnym
podanim medzi zdujemcami. S velkou pravdepodobnostou sa dé oc¢akdvat, ze
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rychlost’ ndrastu informovanych zaujemcov bude timerné sucinu poc¢tu informo-
vanych a po¢tu este neinformovanych zdkaznikov:

dx
i kx (N —x) (5.220)

Pociato¢ne podmienky zvol'me nasledovne z (0) = %, kde k je kladnd konstanta.
Zintegrovanim (5.220) a postupnymi tipravami®?:

1 T
i | -
NnN—x kt+C
x
Ath
N—=x ¢
Ath N
r = ° (5.221)

N =
AeNkt +1 14 Pexp Nkt
Po dosaden{ pociatoénych hodnot:

N
xTr =
14 (y—1)exp Nkt

Na obr.V.38 je zndzorneny tvar krivky pre v = 2

X

T
_/0 :

obr. V.38

5.5.4 Model sirenia epidémie

Predpokladajme, ze v populécii, ktord pozostdva z N T'udi, vznikne ndkazliva
choroba. Osoby podla nachylnosti ku chorobe, rozdelime do troch skupin: na
infikovanych I, na zdravych s imunitou R a na zdravych bez imunity S, pricom
v T'ubovolnom ¢ase musi byt splnend podmienka:

S(t)+ I(t) + R(t) = N (5.222)

Ak pocet infikovanych osob presiahne hodnotu I* je vyhldsena epidémia a na-
kazené osoby sa za¢nt izolovat’ od zdravych. Budeme predpokladat, ze pocas

32pri vipravach nahradzujeme konstanty inymi konstantami
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karantény rychlost’ $irenia ndkazy medzi zdravymi osobami je timerny ich poctu.
Za normélnych okolnosti I < I* pocet zdravych osob ostdva konstantny>?:

dS [ —aS akI(t)>1I*
dt { 0 akI(t)<I* (5:223)
Podobne pre ostatné skupiny osob:

al aS—pI ak I(t) > I*
dt { —BI  ak I(t) <I* (5.224)
dR
= — 3] .22
= (5.225)

Aby sme mohli popisat sirenie choroby, musime poznat’ pociatocne podmienky.
Pre jednoduchost’ uvazujme, ze ide o novy druh nékazy a preto v ¢ase t = 0 sa
v populdcii nevyskytovala ziadna osoba s vytvorenou imunitou R(¢) = 0 a pocet
infikovanych osdb dosiahol hodnotu I(0). Nech zdroveri koeficienty uzdravenia a
ochorenia si rovnaké a = 3. Pri rieSeni musime uvazovat’ dva pripady:

e NORMALNY STAV I(t) < I* : Pocet zdravych osob sa nemeni a je
rovnaky ako na zaciatku.

S(t)=85(0) =N —I(0) (5.226)
Riesenim rovnic dostaneme:

I(t) = I(0)e
R(t) = I(0)[1— e

Na obr.V.39 sui znazornené tieto priebehy.

S(t)

R()
I(t)

obr. V.39

33To znamend Ze pocet ochorenych oséb je rovnaky ako pocet uzdravenych. V ziadnom
pripade to teda neznamend, ze nikto sa nenakazi.
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e EPIDEMIA I(t) > I* : V tomto pripade treba sledovat’ pocet infikova-
nych osbdb, pretoze epidémia trva dovtedy, pokial pocet infikovanych osdb
neklesne na hodnotu I*. Dizku trvania epidémie ozna¢me pismenom 7.
Riesenim rovnice (?7?) pre pocet zdravych osob vyplyva:

S(t) = S(0)e~ (5.227)
Dosadenim do (5.224):

% +al = aS((0)e™™ (5.228)

a pouzitim metédy neurcitych koeficientov (alebo varidcie konstant) s po-
¢iato¢nou podmienkou I(t) = I(0) pocet infikovanych osob sa meni s ¢a-
som:

I(t) = [1(0) + aS(0)t] e (5.229)

Pri modelovani $frenia epidémie je pre zdravotnicku verejnost’ dolezité od-
hadnit’ dlzku trvania epidémie T', ako aj ¢as jej kumuldciet, ... Pokiisme sa
preto ndjst uvedené parametre, analyzou dosiahnutych rovnic.

e Dlzka trvania epidémie T je dand dobou, pocas ktorej pocet infikovanych
0s0b nedosiahne ”bezpecni” droven I* :

I(T) = I" = [1(0) + aS(0)T] e T (5.230)

Mimo epidémie je pocet zdravych osob konstantny (??) a dosledkom spo-
jitosti funkcie S(¢) musi platit:

S(T) = lim S(t) = S(o0) = S(0)e~T (5.231)

odkial pre hladany ¢as T :

1. 5(0)
T=—In—%= 5.232

a s (c0) ( )
Ak cheeme urcit dobu karantény z rovnice (5.232), potrebujeme poznat
pocet zdravych osob po zlikvidovani epidémie S(co). Této informédcia
v Case epidémie samozrejme nie je zndma, a preto ju musime vypocitat.
Dosad'me preto (5.232) do rovnice (5.230), ktori upravime:
S5(0) | S(o0)

1(0) + S(0)In ——% | 2220 (5.233)

r S(c0) | 5(0)

I 1(0)
——+InS = —~+InS(0 5.234
S5 HnSa) = g +nS(0) (5,230
Vsetky cleny na pravej strane rovnice (5.230) si zndme a mozno z nej
vypocitat’ hladani hodnotu S(oco) potrebnii na odhad doby karantény T
(5.232).
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o Cas kumuldcie epidémie tn.. Hladajme ¢as, kedy epidémia kumuluje.
Pocet nainfikovanych oséb dosiahne svoje maximum v ¢asem ty.y, vtedy

ked:
I
i [S(0) — al(0) — a*S(0)tmax] €xp (—tmax) = 0 (5.235)
bmax = é [1 - %} (5.236)

Ak dosadime tento ¢as do rovnice (5.229), potom

1(0)

T = S(0) exp [— ( - Wﬂ — Sltww)  (5.237)

Zistili sme, ze v ¢ase kumuldcie epidémie je pocet infikovnych oséb rovnaky
ako pocet zdravych. Po zastaveni epidémie:

I(t) = IreotT) (5.238)

Na (obr.V.40) je schématicky zndzorneny Casovy vyvoj jednotlivych skupin
osob : I(t), R(t),S(t).

R()

S(t)
It)

max T

obr. V.40

5.5.5 Chemické reakcie.

Rychlost’ chemickej reakcie pri konstantnej teplote je timernd sic¢inu koncentrécii
latok, ktoré do nej vstupuju. Majme dve chemické latky A a B s objemami 10
a 20 litrov, z ktorych chemickou reakciou vznika produkt C. Aby sa vytvorili 3
objemové jednotky tejto latky, do reakcie musia vstipit’ dve objemové jednotky
A a jedna objemovd jednotka B. Ngjdite mnozstvo latky C' v Tubovolnm case,
ak viete, ze za 20 minit vzniklo 6 litrov chemickej latky C..
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Nech v ¢ase t je v nddobe z litrov latky C. Koncentrécia jednotlivych pro-
duktov bude:

ea= (10~ ) es = (20— 3) (5.239)

a podla hore uvedeného zdkona chemickych reakcif:

d 2

& Keaoy = K(10 — =) (20— 2) = ¢ (15 — ) (60 — ) (5.240)
dt 3 3

kde k, K si konstanty. Pouzitim metddy separdcie premenych s pociato¢nou
podmienkou z(0) =0 :

60 —x
15—z

= 4etH (5.241)

Neznému konstantu k uréime zo zadania z(22h) = 6 :

- "

1-3(3)
7Z praktickych dovodov je ndm jasné, ze maximdlny vytazok reakcie, ktory repre-
zentujeme produktom C, musi byt ohrani¢eny, pretoze objemy létok A(10l) a
B(201) su tiez konetné. Formdlnou analyzov rovnice (5.242) v8ak prideme k zé-
veru, ze v &ase tegrem, pre ktory plati (%)Btemm = 4, objem z — oo. Nagtastie
tento fakt neodporuje nasim predstavam, pretoze tepirem < 0, ale chemickd re-
akcia prebieha v case t > 0. Zdroven nemaji zmysel tie rieSenia, pre ktoré
x <0.

400

200

x[1]

200

-400

T T T T T
5 0 5 10 15 20
trh]

obr. V.41

5.5.6 Model dravec a obet.

V dalgej casti sa pokisme néjst’ jednoduchy model na popis poctu dravcov (li-
sok) a ich obeti (zajacov) v populdcii. Pocet lisok v prirode narastd dovtedy,
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pokial’ budd mat’ dostatok potravy-zajacov. V urcitom case vSak nastane situ-
4cia, ked’ sa lisky premnozia a dosledkom nedostatku zajacov ich pocet zacne
klesat. Zhorgenie zivotnych podmienok pre lisky, zlepsi zivotné podmienky pre
zajace, ktorych pocet za¢ne narastat. Narast poctu zajacov zase vedie k ob-
nove potravy pre lisky, ktorym sa znovu za¢ne darit. Cely cyklus sa zopakuje.
Predpokladajme ze pocet lisok v populdcii je L a zajacov Z, potom:

dz

— = ~Z(L-L)a (5.243)
dL
- = B(Z — Zy)L (5.244)

kde Zy a Ly si rovnovézne pocty lisok a zajacov, o > 0, § > 0. Sustavu rovnic
rozretazime a zlinearizujeme nasledounou substiticiou:

L = Lo+l (5.245)
Z = Zo+z (5.246)

Pre jednoduchost’ budeme predpokladat), ze fluktudcie v pocte zajacov [ a v pocte
lisok z st malé, v porovnan{ s rovnovaznymi stavmi: [ < Ly, z < Zy:
dz
dt
dl
dt
Zderivovanim (5.247) a vyuzitim (5.248):

= —aZl (5.247)

= PLoz (5.248)

2
dt?

Pocet lisok a zajacov v populdcii osciluje s frekvenciou

W =/ &Z()ﬁLo (5250)

= —OCZOﬁL()Z (5249)

5.6 Cvicenia

Uvazujme tri rovnaké néboje (), umiestnené na priamke, vzdialené po-
stupne od seba a. Krajné ndboje st upevnené, prostredny ndboj je volny.
Vypocitajte jeho frekvenciu malych kmitov.
Riesenie: w =
Tegadm
Polohovy vektor bodu A sa s asom menf podla vztahu 7 = ati + Bt J.
Napiste, po akej krivke sa pohybuje.
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Riesenie: y = £ 2?

Za aky cas vytecie voda z nddoby tvaru polgule o priemere d = 2m kru-
hovym prierezom s priemerom r; = 0,2m na dne nddoby. N&ddoba bola celd
naplnend vodou.

. . . (r4z)+/ (r—z)
Riesenie: dt = T dx

\ :

dx

x
~__ ]

L}

obr. V.42

Rychlost’ te¢enia vody v rieke narastd kvadraticky z nuly na krajoch po
rychlost’ u v strede rieky. Naprie¢ rieky sa pohybuje lod, vzhladom na smer
tetenia vody kolmo rychlostou v. N4jdite trajektériu lode.

V trubici zndzornenej na obrazku V.43 je stipec ortuti s hmotnostou m
a dlzkou [. Uréte periédu vlastnych kmitov ortutového stlpca pri otvorenych
kohitoch K

obr. V.43

[5.6.]tgyde —zInazdy =0y (e) =2

Riesenie: y = arcsin (Inz), z € (™!, e)

g—y —ysinx =sinx - cos T
.I -
Riesenie: y = Kexp(—cosx) —cosz + 1

Uréte vychylku od zvislého smeru vol'ne padajiceho telesa z vysky h nad

Zemou vplyvom Coriolisovej sily. Gravitaéné pole povazujte za homogénne.
Riesenie: % =2wgtcosp = x = %gwt3 cos



5. Diferencidlne rovnice-zdkladny jazyk fyziky 127

N4jdite krivku, ktord s x a y -ovou stradnicou ohrani¢uje plochu, imerni
dlzke oblika.

Riesenie: fyd:c = f 1+y2 y= 3 [exp (TTW) + exp (_%)}
0 0

-5.10. Pouzitim nekonecného radu najdite priblizné riesenie rovnice y' = exp x —
p)
Yy ,
108 o _x x f
Riesenie: y = 5+ 5 — 5 — %

N4jdite polohu telesa, ak jeho zrychlenie je nepriamoimerné ¢asu ¢.
Riesenie: v =k (tlnt —t) + 1t + ¢

y? =4y - 1)

Riesenie: y = (”—3’4)3 +x+8

y—2y' +2y=4expxsinz
Riesenie: y =aexprcosx + Bexprsine — Brexpxcosz

y2
Riesenie: y = £+/c + 22

515, ]y = y* +1

Riesenie: y = tan (z + c)

[5.16.] oy —2y =0

Riesenie: y = cwmp;—%

2 (y* +5)da + (2 4+ 5) y?dy = 0 y (0) = 1
Riegenie: (x®+5) (y3 +5) = 30

y" + n’y = cos (mzx)

Riesenie: y = Acosnx + Bsinnz +

y“+y:sinz

Riesenie: y = Acosz + Bsinz — § cosx

5.20.]y" +2y =z

Riesenie: y = c; + coexp (—2z) — ix + ixQ

y' =2y +y=(z+1)exp(27)
Riesenie: y = (c1x+ c2)expa + (x + 1) exp 2z

y'+ 2y + 5y =2cosz
Riesenie: y = exp (—z) (¢1 cos 2z + cosinx) +

cosmzx
n2—m?2

% (2cos x 4 sinz)
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5.23.]y' +y =5

Riesenie: y = cicost + cosinx + L

2cosx
y'+4y =xsinz
Riesenie: y = (A — %xz) cos 2z + (B + 1—1636) sin 2x

y'—y=zexp(—z)

Riesenie: y = crexpx + (¢ — 32 — 127) exp (—x)

Néjdite frekvenciu malych kmitov ¢astice v poli U(z) = V cos(ax) — Fz.

Vol /1 - (i)z, minimum U (z) existuje pre F < Va

Riesenie: w? = +
(e

Vypocitajte periédu malych kmitov nasledovnych sustav

obr. V.44a obr. V.44b obr. V.44c

. . I/R2+M I 3mimo
Riesenie: 2my/ ~——, 27r\/mga+ka2727r\/k(ml+m2)

Vypocitajte periédu kmitov pologule s polomerom R.
Riesenie: U = mgzp(1—cosg), T = 3 (£ — 3cos ) mR??, tedaw = |/24.




