


Funkcie viacerych premenych
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Zobrazoyanie funkcii dvoch premennych
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Limita funkcie niekolkych premennych
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lim £ (P)
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Cislo L sa nazyva limitou funkcie dvoch premenych z=f(x,y) v bode P,, ak pre lubovolné £>0 existuje také
okolie 6 bodu P, (x,,Y,) , Ze pre kazdy bod z tohto okolia je splnena nerovnost:

f(xy)-L|<e

0

-""..-f'ff.'f — .1'[:.113 + |{_‘|.' — _T[]F < B,




Vypocet limit

Dosadenim

' x—xy+3 0—(O)1)+ 3 ;
im =
)=, X2y + 5xy — [OF{]}+5{O}[])—{]}3

lim Va2 +yr= V3?2 + (-42=V25=5

(x,v)—>(3,—4)
Upravami, v pripade, Ze vynika vyraz 0/0, oc/oc, 0 oc X — xy ! (x2 — xy)(Vx + Vy)
lim im
i & »—00 Vi — Vy \/_ @»=00 (Vx — Vy)(Vx + Vy)
2 — xy
lim
{M}—>{ﬂﬂ}\/__\/__ . (1—1)(\/_—\/_.)
= lim X — ¥
(x, ¥)—={0,0) n
= lim x(\/.; + \/1_)
(x, ¥)—(0,0)

= 0(V0 + V0) =



Limity funkcii viacerych premennych

Niekedy lahky vypocet , cez vhodnu substituciu, pricom dostaneme

l I
| |
: lim X +Y limitu z funkcie od jednej premennej I

|
N S P(x,y)— P,(0,0) |
: PribliZzujeme sa k bodu P, nad vSetky medze, t.j. ich I
, ) vzdialenost od pociatku SS zmensujeme p—0 :
L lim——E——=2 |
l I



Aby limita existovala, potom Limita zo vsetkych smeroch sa musi rovnat tej istej hodnote
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K bodu sa priblizujeme po priamke y=mx, hodnoty funkcie sa menia nasledovne:

fx, y) =
X, ¥ — )
? e 2 2
y=mx X° T+ ¥
lim f(x,y) = lim
(x, y)—={0.,0) ) (. yi—={0.,0)
along y=mx

2x(mx)

2mix’

¥=mx

{_ﬁx, ) "1+

2m

2+ mx)} 2+ mx 1+t

Limita nie je jednoznacne urcena,
zavisi od smernice priamky, po ktorej
sa k bodu blizime =limita neexistuje



Specialna limita — parcialna derivacia
Vysetrovanie rychlosti zmeny funkcie v specidlnych smeroch — pozdi osi

Parcialne derivacie

Posuvame sa v smere osi X, tak sa
Ciasto€ny prirastok pohybujeme po priamke s
fixovanou hodnotou y

of _ T(X,+AX Yy, 2Z,)— (X, Yo Z . AT ,

2 = im ( 0 Yo o) ( 01 Yo °)=I|m :fx(XO’yO’ZO) _ L ) )

OX  MAx—0 AX Ax—0  AX Zafixovanim vsetkych suradnic
okrem tej, podla ktorej

ﬂ = im f (X Yo +AY,Z) — £(X5, Yo.20) _ lim A, f _ f’(Xo’ Vo, Zo) derivujeme, praFujgme v

oy Ay—0 Ay ax—0 Ay y podstate s funkciou jednej

of f(X.,V., 2, +AZ)— f(X.,V,,Z A f , premennej

A= im (Xq: Yo, Zg )~ T (X0, Y0, 20) _ lim =2 = /(X Yo Z,)

0z Az—0 AZ Ax—0 AZ

Geometricky vyznam: Parcialna derivacia urcuje tangens uhla, dotycnice, prechadzajucou bodom M a
priamkou ktora predstavuje priesecnik povrchu z=f(x,y) a rovinou y=y0



Totalny diferencia

f =xy’

Nelinearna cast vzhladom na
Prirastok funkcie: prirastky Ax Ay

AF = y2AX+ 2xyAy [+ 2yAxAy + x(Ay ) + Ax(Ay)’

Linearna cast
vzhladom na
prirastky Ax Ay

VLASTNOST:

Oba cleny sa pri blizia k nule pri Ax—0 Ay—0 ale druhy clen rychlejsie



Funkcia z=f(x,y) sa nazyva diferencovatelnhou v bode P, ak jej celkovy prirastok 4f,

mozno napisat v tvare:
Nelinearna cast sa bliZi k nule rychlejsSie ako linearna

— - ‘ — I Zvyskovy clen L @ e e e - -

Hlavna Cast prirastku df = AAx + BAy sa nazyva totalny diferencial

Ak funkcia z=f(x,y) je diferencovatelna, potom

df =§Ax+ﬂAy=idx of —dy

OX oy OX oy




Totalny diferencial — prostriedok na priblizny
vypocet hodnot funkcii

Ak Ax a Ay

dostatocne malé

f (X +AX Yo +AY) = T (X, Yo )+ Tl AX+ LAY potom wmozme

zanedbat

X0, Yo' ijO,YO“:

...........

[ [x,=2 Ax=-0,03
1,97 — =
arctg E—1 — arctg 5—1 arctg| —-1|=0,75 J Yo 1, Ay=0,02
,02 y 1,02
T
arctgl=—
_ 4
Kruhovy vysek so stredovym uhlom ¢=80° je potrebné zmensit o 15°. Urcte o kolko treba zvacsit
polomer vyseku, aby sa plocha nezmenila 15'=(1/4)°
2
= As=B| A+ B Ap-0
360 orl, , oQ
0% 10,90
Ar = — WAP 0.5mm
2¢,
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DOSLEDKY:

Z=X+Yy A, =R, +A,
7= X—Yy A, =A +A,

_ A A, -

Z:X*y Alnz:_x+_y: X+ y
X Yo

_ A A, -

Z= A, =—2+—2L=5+6
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>
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<
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fx'(XO' yO’ZO)‘Zx +‘ fy,(XO' yO’ZO)‘Zy

Hranice absolutnej nepresnosti

ScCitavanie absolutnych chyb

Scitavanie relativnych chyb



Ohodnotenie chyb merania

Meranim sme zistili, Ze kyvadlo s dizkou 1,=50,00 cm ma periddu kmitov T,=1,4196s. Urcte tiaZzové zrychlenie

5 A; =0,0001s T, =1,4196s
I 4 X
T=2xm |— = A_=0,0001 =3,1426
ﬂ\/; —9 B B o

A, =0,01cm I, =50,00cm

_@A, +@AT LA
7o T, l,

5, L ~0,00040
g, =979,5
S

- = cm
Ag — gOé‘g 20,48—2

g =979.5+0,4 CS—T




Metdda najmensich stvorcov

H(\e : . . : ;.
elxeo( Predpokladajme, ze namerané hodnoty by mali vyhovovat priamke

a\@“\
o
y e y=ax+Db
1 \a P(x,.v,)
,\(\ap nvtnr Fn
opt™
X, y=ax+Db

Kritérium pribliZenia —suma stvorcov odchyliek od teoretrickej
priamky

Z[yI ax. +b }2 ZN:[yi—axi—b]2

=1

Ps(x3, ¥2)

Funkcia S moZe mat minimum len v takych bodoch, kde platia rovnice:
oS (a,b)
oa

0 T : b hiy) = fla, ¥) 53 (a., b) O
as L —_— =
/'- LT b
{a, b, )

=0
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Metdda najmensich stvorcov
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Rovnice pre hladanie nezndmej a, b:

N

Pﬁ{'l-n'!‘ ."'I.fl }




Gradient - vyuzitie

gradf (x,y,z)=f/(x,y,2)T + £, (X, y,2) J+ f(x,y,2)k

Grad f je vektor, ktorého velkost je \/(ZD + (2_5)2 T (%)2

Vyjadrenie diferencialu cez gradient

af af 81: @f 61: - af ad - — —
df ~ Af =—dx+—dy+—dz=|—i +— ] +—K [dx.+dyj+dzk]=gradf-dr

OX oy oy ox oy oy

df ~ Af = gradf edr =|gradf||dr| cost i
Uhol medzi vektormi gradf, dr f (x/, y) = f(xo,¥0)

Grad f je vektor, ktorého smer urcuje najrychlejsi rast skalarnej funkcie f. _ o T
Gradient je teda charakteristikou skalarneho pola a nezavisi od stiradnicového 'f/,ﬂ/v
systému, v ktorom sa vySetruje Ny \ | Vi (xg, yo)

df ~ Af = gradf edrf =|gradf||dr|cosp=0 = gradf Ldr

Grad f je kolmy na ekviskalarne plochy




4 . L ' F .. AF
Smerova derivacia funkcie F £ - jim
Rychlost zmeny funkcie F v smere uréenom ol a0 Al
vektorom A
Hladajme derivaciu v smere tohto jednotkového vektora A
1 =cosai +cos 3] +cos yk
Funkcia v novom bode
AF =F(X+AX,y+Ay,z+Az)-F(x,Y,2) 2,
AF =F/(X,y,2)Ax+ Fy’(x, y,2)Ay+F/ (X, y,2)Az+ w
pohybujeme sa po priamke 7
AX = Alcosa /

Ay = Alcosp
Az = Alcosy




Gradient

oF _ gradF e A
ol

Projekcia gradientu skaldrne funkcie F do smeru jednotkového vektora A = cosat + cosB] + cosyk
sa rovnd derivdcie tejto funkcie v smere jednotkového vektora A



Nabla operator

gradf = ?f

divA =

—_—

rotA =V x

VeA
A




Fyzikdlne zadanie: majme silové polia s
nasledovnymi potencialmi. Najdite sily,

ktoré v nich p6sobia

f(xy,2)=x"2+2zxy
or

ox

gradr

gradr®

gradf (r)

grad (lj
r

grad (uv)
grad(Cer)

(
(Cer
grad (6;2?}

o _x

gradf = Vf = of ,af ,8f X T
OX Oy o0z o_y

oy r

or_z

oz r

df ¥

gradf(r):aF

V(f,+f,) = Vf+Vf,

V(f,f,) = fVf,+ Vi,
B A
v[?ij = -E?(QVﬂ——nVQ)




_OA

oA

OA,

=—X+ >+ =

OX

oy

OZ




Q®» x|

>

rotA =V x
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