Krivkovy integral a jeho aplikacie
1, Castica hmotnosti m sa pohybuje po elipse, pri¢om : X = ACOS kt

y = Bsinkt

Vypocitajte pracu vyslednej sily pocas ¢asového intervalu t O 7T
]

e Pivot

2, Ukazte, ze kazda sila konstantna, ¢o do velkosti aj smeru je konzervativna

3, Ukazte, ze sila trenia je nekonzervativna
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4, Sila F=kt p6sobi v smere osi x na teleso s hmotnostou m . Teleso je na zaciatku v pokoji.
Vypocitajte pracu sily a kineticku energiu telesa v Case t
5, Vypoditajte pracu po ...
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Vypocet derivacie

* Derivacia funkcii zadanych implicitne:

* Najdite druhu derivaciu funkcie v bode x=0

e Derivacia funkcie zadanej parametricky

* Logaritmicka derivacia

x°—3xy*+y° =10
sin(xy)+cos(xy)=tg(x+y)
Xy —Iny = xe’

e’ +Xxy=¢e

X=cost y=t+2sint
Xx=e'sint y=e'cost
X=t"-2t y=t"+2t
y =X

sin X

y = COS X



smernica dotycnice

y(Xx+AXx)—y(x)

= m =lim
AX—0 AX AX—0 AX
, . . Geometricky vyznam
smernica dotycnice derivacie —
derivacia funkcie v danom
tan o, = lim Y (x+4%) -~y (x) _dy bode urcuje smernicu
o0 Ax dx dotyénice

Interpretacia:
derivacie —
Urcuje okamzitu rychlost’
zmeny danej veli€iny




Rovnica dotycCnice a

normaly ku krivke

dotycCnica
Y= Yo = F(%)(X=%)
A R 2 R
,étg (a+—j = COSEOHf% :_tgial
normala P T S .

Y=Yo=~ f'(XO)(X_XO)




Najdite krivku ktora prechadza pociatkom SS a jej smernica v kazdom bode je 2x + 1.
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Derivacia — ako dotycnica k funkcii

e wnh e

Najdite rovnicu dotyénice k funkcii y=4- x2 v prieseéniku s osou x, pricom x>0

Pod akym uhlom pretina krivka y=sinx os x

Pod akym uhlom sa pretinaju krivky 2y= x? a 2y= 8 — x?

Najdite body, v ktorych je dotyénica ku krivke y = x3 + x — 2 rovnobeznd s priamkou y=4x-1
Najdite rovnicu dotyénice ku krivke y = x3 + 3x2 — 5, ktora je kolma na priamku 2x-6y+1

Bod sa pohybuje priamociaro, pricom x=+/t . Ukazte, ze pohyb je spomaleny so zrychlenim Umernym tretej
mocnine rychlosti

Bod sa pohybuje po priamke priamociaro tak, Ze jeho rychlost sa meni Umerne s druhou odmocninou prejdenej
drahy. Dokazte alebo vyvratte, ci tento pohyb je vyvolany konstantnou silou

Sila p6sobiaca na hmotny bod je nepriamoumerna rychlosti. Uréte ako sa meni jeho kineticka energia.



Zavislée veliciny
Viédzbova podmienka.

< =
Aplikacie, ked’ dve zavislé premenné su funkciami casu (parametra)

-

Pozname rychlost jednej premennej v danom okamihu a hladame rychlost’ druhej

Vidzbova podmienka.

>
Objem gule V sa zvacsuje rychlostou 10m3/s. Ako rychle sa zvédésuje povrch 4
gule v okamihu, ked jej objem je 36 pi m3 V(t) = §“r3(t)

Predpokladajme , Ze teleso sa pohybuje po krivke y=x3, pricom v bode, kde
jeho x-ova suradnica je x=4m, jeho x-ova zlozka rychlosti je 3m/s.Aka je y(t) = x3(¢)
jeho y-ova zlozka rychlosti

* Polomer gule sa meni s rychlostou v akou rychlostou sa meni objem a povrch gule.
* Polomer kruhu sa meni rychlostou v. Ak3 je rychlost zmeny dlzky kruznice a plochy kruhu v
okamihu, ked' jej polomer je rovnyr.



/ ° / e \/ o
Zavislée veliciny
Aplikacie, ked dve zavislé premenné su funkciami Casu (parametra)

Rebrik 10m dlhy sa opiera o stenu. Rebrik sa zaCne posuvat o stenu tak, ze jeho spodok
sa pohybuje rychlostou 2m/s. Ako rychlo pada vrch v okamihu, ked spodok je 6m od steny.

y(t)

vl s
70/))
2 m/s
E—— NG (t) +y° (t) — |?| Derivovat podla ¢asu
X(t)
y(t) t
L\\7 /77
y=8m { 2m/s , Y
Vv — Rychlost zmeny plochy ohranicenej rebrikom, zemou a domom
\ Y | ” Rychlost zmeny zorného uhla
X=6m

COS




Priklad

Muz vysoky 180cm sa pohybuje rychlostou 1,2m/s od

stoziara vysokého 4,5m . Na povrchu stoziara svieti svetlo.

A, Ako rychlo sa pohybuje vzdialenejsi okraj tiefiu ?

B, Ako rychlo rastie diZka tiefia ?

C, Ukazte, ze v kazdom okamihu sa jeho hlava vzdaluje
od svetla rychlejSie ako jeho nohy



Teleso sa pohybuje po priamke tak, Ze jeho poloha sa meni v ¢ase podla vztahu x = %t‘* — 4¢3 + 16t2

Urcte, kedy sa teleso nachadzalo na zaciatku, kedy malo nulovu rychlost, zrychlenie, kedy zmenilo smer pohybu.
Urcte kineticku energiu v Case t

X = %t“ — 413 +16t°

Teleso sa pohybuje po priamke tak, Ze jeho poloha sa meni v ¢ase podla vztahu x = a+/t. Dokazite alebo
vyvratte tvrdenie, ze pohyb je spomaleny a zrychlenie je uUmerné tretej mocnine rychlosti



. o N - , L x=tt—4t+4
Teleso sa pohybuje v rovine a jeho suradnica sa meni s ¢asom podla rovnlc:y — 23142

Najdite rovnicu dotycnice k trajektorie v bode [1,0].
Uréte v tomto bode tangencialne a normalové zrychlenie

Najdeme parameter t



Priklad

* Teleso sa pohybuje v rovine xy podla rovnice:
X=ol
y=at[l-pt] a>0, B>0
*UrcCte trajektoriu pohybu, t.j. y(x).
Urcte velkost rychlosti a zrychlenia v
flubovolnych casoch.

‘Urcte cas t,, v ktorom uhol medzi rychlostou
a zrychlenim bude =/4.



Bod sa pohybuje v rovine XY podl|a tak, Ze jeho x-ova a y-ova suradnica
;o X = asinwt

sa meni s casom nasledovne: .

y = a(l — coswt)

KonsStanty a,m su kladné.

A, Urcite drahu, ktord hmotny bod prejde za ¢as .

B, Urcte uhol medzi vektorom rychlosti a zrychlenia.

s = ||v|dt




Vzdusny baldn sa zacina dvihat z povrchu zeme. Rychlost jeho
vystupu je konstantna v,, = v,. Vplyvom vetra balon ziskava

horizontalnu zlozku rychlosti: v, = ay. UrCte trajektoriu
balonu.

Tangencialnu a normalovu zlozku vektora zrychlenia



Torpédoborec je- zakotveny 9 km od najbliziieho miesta brehu. Vo
vzdialenosti 15 Kkm od tohoto miesta je stan, umiesteny na brehu. Z torpédoborca
treba poslat do stanu posla. V ktorom mieste brehu ma pristat posol, aby sa

dostal do stanu v najkratSom &ase, ak prejde pedi 5km za hodiny a na ¢lne 4km
za hodinu ?




Teleso sa pohybuje rovhomernym priamociarym pohybom
po podlozke, ktorej koeficient dynamického trenia je f.

UrcCte akou najmensou silou F treba na teleso p6sobit, aby
sa pohybovalo konstantnou rychlostou v=0.

F




Y




V ¢ase t=0 sa Castica s hmotnostou m zacala pohybovat pod vplyvom sily F = Fysinwt . Urcite drahu
ktoru Castica presla za Cas t.



Teleso sa zacne pohybovat po naklonenej rovine, ktora zviera s horizontadlnym smerom uhol o.
Koeficient dynamického trenia sa meni v zavislosti od jeho polohy podla vztahu: f=px, kde f3 je
konstanta. Urcte drahu, ktoru teleso prejde do zastavenia. Ndjdite maximalnu dosiahnutu rychlost.



Zrychlenie HB pohybujuceho sa v smere osi x zavisi od polohy podla funkcie a=Ax-B. Pociatocna
podmienka je vO=10m/s v bode x=0. Najdite rychlost telesa



Polohovy vektor €astice sa menit ¢asom podla rovnice: r = /Tt(l — at).
Urcte rychlost a zrychlenie Castice v zavislosti od ¢asu.
Urcte Cas za ktory sa Castica vrati do pociatku suradnicovej sustavy a drahu, ktoru prejde.

>



Integrovanie trigonometrickych funkcii

_[ R(sIn X, cos X) dx

Testovanie padrnosti a nepdrnosti funkcie R vzhladom na premennu u, resp. v

R(SIN X,C0S X) = —R(SIN X, —COS X) U =SsInX

unkcia neparna vzhladonna funkciu cosx

R(sIn x,cosx)z—? —SIN X,C0SX) U =CO0S X

unkcia neparna vzhladom na funkciu sinx

R(=sIn X,—co0s X) = R(sIn X, cos X) = tgX

Pomocné vztahy:

) tg?x 2 1 ) 2
SIN“X = —— COS™X = sin“x=1-cos“x
tg?x+1 tg?x+1




zhrnutie

e Derivacie

* Integraly —racionalne funkcie , substitucie, per partes,
odmochninové substitucie

 Mechanika — rychlost, zrychlenie , uhol medzi vektormi, extrémy,
zavisle veliciny

 DotycCnice

e Krivkovy integral

 Pohybové rovnice : Sily F=f(x), F=f(t)
* Linearizacia

* Diferencialne rovnice - superpozicie



